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مقد مسة المترجم 


لا شك فيان التحولاتالعلميةفي بلدنا العزيز » وما تمخض‌عنپا 
من سود ودات ايجابية مستمرة و تواصلة في المجالات العلميسة » تتطلب مضا 
الانقتاح التام على المنجزات العلمية التي تمت وتتم في البلدان المتقدمة » 
بغيسة الاستفادة منها في اضافة لبنات جديدة لبنائنا الصناعي المتنامي ٠‏ 
ومن مسستلزمات ذ لك الانفشاح تعریب الکتب العلمية القيسة » خصو صا 
وان المكتبة العربيةتكاد ان تخلومن المصادر العلمية المربية ٠‏ لذا اقدمت 
على ترجسة هذا الكتابفي مضو الميكانيك التحليلي ٠‏ وكان سیب اختيسارى 
لهذا الكتاب بالسذات دقتهالعلمية وضي عبارته وسلاسةاسلهيه 
وشمول موضوع بحثه وما تمیسز بسه من امثلة وتسارین تقسرب الفكرةالى 
ذهن الطالب وتمكنه في معرفة مد ى استيعابه للسادة ۰ اضافة الى احاطة 
علم القاری» ببعض الجسوانب المتعلقة بعلم حيوى يلعب دوا اساسا 
في بناء الصناعة الحديشة ء الا و هو علم الفيزياء ٠‏ 

وقد حاولت جمد امكاني التوفسق بين لغة المؤلف الاتكليزية واللفة 
العربية- رغ ما في ذلك من مصاعب - طامحا قدر الستطاع في نقل مضمونسه 
بأمائسة و اخسلاصو آملا ان اكون قد وفقت في هذا الضمار لتحیق الغرض 
المطلوب منه والله ولي التوفیق ٠‏ 


قد سة المولف 

ان الغاية التوخاة من هذا الکتاب هى ان يكون کتابا مدرسیا فى موضسرع 
الميكانيك التحليلى لطلبسة الصغوف الثالشة فى الفيزيا* اوالعلم انپندسية ٠‏ ون 
متطلباتبه ان يكون انطالب ملما فى الفيزياء العامة ورياضيات التفاضل بالتكامل» 
اضف الى ذ لك » يفضل أن يكون الطالبقد درس او یدرس فى القت ذاسه رياضيات 
متقد مة تاضمن المعاد لات التفاضليسة ۰ 

ان البخطط التمپید ى للطبعة الحالية هو بخطط الطبعة الالی نفسه » ولکن » هناك 
توسمفى بحث عدد کبیر من بنوده » كما اضیفت اليه بنسود جديدة اخری مخصوصا فسى 
الفصل الاخیرعن نذري ةالنسبية ٠‏ كما اضیفت اليه عدن تبیر من النمارین مما جصل 
عددها فى هذه الطبعة ضعف ما کانست عليه فى الطبعة الاولى » كما اعيد تنظیم الفصل 
الرابع بصورة مستفيضه " داينميك الجسیم ؛ الحركة العامة " قد عرضت ریافیسسات 
التجپات فسسى الفصل الاول واستخدمت فى كل مكان من الكتاب ٠‏ حيث اشتمل الفص لان 
الاول والثانی على .قدمة قصيرة عن رياضيات المتجهات ٠‏ وی الفصل الثالث فقد بحصت 
حركة الجسيم على خط مسستهيم وفى الفصل الرابع بحثت حركة الجسيم بصورةعاسة٠‏ 
اما فى الفصل الخامس سد شرحت تائهرات حركة المحاير الانتقاليسة رالد وائية 
وعلاقتها بوصف حركة الجسيم ٠‏ ولما كان لتطبيسق ميكا نيك الاجرام السماوية اهمية خاصة 
فى علم الفضاء ٠‏ لذ لك افرد له بحث مستفيض فى الفصل السادس ٠‏ وهناك تطبيقات 
اخرى عن علم الفضاء فى الفصلين الخامسوالسابم ٠‏ 

مرهنت النظریات العامة التى تخ ص حركسة منظومة متكونة من عد د من الجسیمات 
نی الفصل السابح » وضحت بدراسة التصادم وحرکة الصارخ ٠‏ وخصصالفصلان 
التالیسان لدراسة حركة الجسيم الصلد ٠‏ ابا الفصل الثامن نقد تضمن قليلا من 
الستاتيك ؛ لان فى هذه المرحلة » يكون الطالب‌قد اكتسبخبرة فى هذا الموض مم 
من حل تمارين التوازن الستاتيكى فى مرواضيع الفیزیا* التى سبقت هذا المیضوم *لم يحتوى 
الکتاب‌علی موضوعی المرونه والهيد روداينميك » لان المولف يرى وجود تاجيل هذزين 
المضوين الى الصف الرابع او للدراسة العليا ١‏ ای بعد ان يتهيا الطاب تماما ی 
الریافیات ٠‏ 

احتوى الفصل العاشر على بحث ميكانيك لاكرا نسج » كما تضمن هذا الفصل بحثئا 


ختصرا عن معادلات هملتن ٠‏ واستخد مت طريقسة لاکرا تسج فى الفصل الحاد ی عضر 

يحتوى الفصل الاخير على .قدمة فى النظرية النسبية الخاصة ٠‏ والجز* الاول منهأقتصرعلى 
تحويلات لورئسس ونتائجها البباشسرة ٠‏ وتضمن الجزء الاخير من هذا الفصل على بحسث 
استخدام المصفوفات فى دراسة النذارية النسبية الخاصسة ٠‏ 
على الطالب برهنتها » على ان يعطيه المدرس تلميحا ٠‏ كما ان المولف يتهّع من الطالسب 
ان يساهم فى تطوير المادة ٠‏ بدلا من تعويض ارقام فی المعادلات‌التی اشتقت فى الكتاب * 
باجهة التمارین الاخری عند الطلب 5 

هد ضعت علامة النجسه على البنود المتقدمة والتی يمكن حذفها دون ان تور 
على سير تد ريس الموضوع » خصوصا اذا كان الوق تالمخصص لتد ريس الموضو قصیرا ٠‏ 
على أية حال » يفضل ان يقرا الطلبة الجیدین هذه البنود ٠‏ 

واخيرا اقدم شکری الى جميم الذیسن ساعد ونسى فسی طبعة الکتاب‌الاولی والی الذیسن 
انتقسد وه انتقمادا با بمد استخدامه 4 حيث ساعد نی هذا کثیرا سى 


كرات ۰ فا ولسس 


المتوات مفحة 

۱ مفاهيم اساسية ۰ اليتجهات مت تا 
٠» ۱-۱‏ الكميات الفيزيائية والوحدات ۲-۱ ٠‏ الكميات العددية 
والتجهة ٠" ١‏ رموز ۰-۱ تعاريف اصطلاحية وواعد ٠ ١‏ ۰ 
مقدار المتجه ۱ب ٠١5‏ الوحدات المتجهه للمحاور ١‏ ۷ المعسى 
الهندسى لجبر التجپات ٠ ۸ ١‏ الضرب العددى ٩-۱‏ 
بعض تطبيقات المتجهات ٠ ٠١ ١‏ الضرب‌الاتجاهی ١١-1١‏ 
التفسير الهندسى للضرب الاتجاهى ١١1١‏ * عزم القوة ١ل‏ ۰۱۳ 
تمثيل متجه معلوم كحاصل ضرب كمية عد د ية ووحد ة متجهه منفردة 
٠ 154 ١‏ الضرب الثلائى ١‏ ۰۱۸ تغيير نظام الاحدائینات ٠‏ 

۲ تفاضل چکامل المتجهات ولم الحرک 2 ۳ 
۲ ۱ ۰ مشتقةالمتجه ۲-۲ ٠‏ متجه الموضم لچسیم ۳۲ * متجه 
السرعة ۲-؟ ۰ متجه التعجيل 1ه ٠‏ تکامل المتجه 5 ٠*٦‏ السرعة 
النسبية ۲ ۷ ٠‏ تفاضل ضرب المتجهات ٠81‏ المركبات المماسة 
والعمودية للتعجيل 1 ٠5‏ السرعة والتعجيل فى الاحدائیسات 
القطبيةالمستهية 1 ۰۱۰ السرعة والتعجیل فر الاحداثيات 
الاسطوانية والكرمة ٠‏ 

۳ دايناميك الجسيم ٠‏ الحركة على خط مستقيم 1ه 
۰۱-۳ قوانين نیون للحركة ۰۲-۳ قانون نيوتن الاول ٠‏ المحساور 
المرجعية المستمرة ۳-۳ ٠‏ الكتلة والقوة ٠‏ قانون نیوتن الثانى والثالث 
٠ ٤۳‏ الزخم الخطى ؟-ه ٠‏ حركة الجسيم 1-۳ ٠‏ الحركة على 
خط مستقيم ۳ د/ ٠‏ القوة كدالة للموضم فقط مفهوما للطاقة الحركيسة 
والكامنة ۰۸-۳ القوة كدالة للسرعة نقط ٠57‏ القوةكدالة 
للزمن فقط ۰۱۰-۲ الحركة الشاقولية فى وسط ام سسرعة المنتهى 


۱۱-۳ تغییر الجاذ بيسة مع الارتفاع ۳ القوة المعید 2 الخطية 
الحركة التوااقية ۱۳-۳ ٠‏ اعتبارات الطاقة فى الحركة التوافقية 
۱-۳ الحركة التوافقية المتضائلة ۳ ٠١5‏ الحركة التوا فقس ة 
الافطراريسة - الرنین 

؟ * دينا بيك الجسيم ‏ الحركة بصورةعامة 
۰۱-6 قاعد ۶ الشخل ٠55‏ القوى المحافظة ومجالات القسووة 
٠ ۳-۲‏ دالةالطاقةاكامنة 1-6 ٠‏ شروط تواجد دالة الجپد 
ب موشر دلا ۵-6 ٠‏ القوى من النوع القابل للفرز ۰1-6 حركة 
القذيفة فى مجال تثاقلی منتظم ۷-۲ ۰ المتذ بذ ب التوافقی فى 
البعدين والثلائة ابعاد ۰۸٤‏ حركة الجسیمات المشحونة في 
المجالات الكهربائية والمغناطيسية ۰٩-4‏ حركة الجسيم القيدة 
٠ ٠١1‏ معاد لةالطاقة للقيدات الملساء ٠١١5‏ الحركة على 
ملحلسی ۰۱۲-4 البند ول البسيط ۰۱۳-6 الحل الاكثر دقة 
لمسالة البند ول البسيط وا لتذبذ ب غير الخطی ۱-6 الحل 
الدلیسق لحركة البند ول البسيط بد لالة التکاملات الموج زة 
۰۱۸-6 سالة تماوی الزمن ٠ ٠16‏ البند ول الکروی ٠‏ 

9 حركة الیجا ور اليرجعييه ۱۱ 
١‏ ء حركة المجاور الانتقالية ۰۲-۵ القوی الزائفة ۰۳-۵ الحركة 
العامة للمحاور 66 ٠‏ د ينا ميك جسیم فى محاور دائرة هه ٠.‏ 
تاثيرات د وران اللازض ٩-۵‏ بندول فوكوه 

1 القوي المرکزية والبيكانيك السسما وی ۱۸۸ 
۰۱-1 تا نون الجاذبية ۲-۱ ٠‏ قوةالجاذبية بين كرة منشظامسسه 
وچسیم ۳-۰۱ ٠‏ الطاقة الكامنة في مجال الجاذبية * جپید 
الجاذبيية ۱-) ٠‏ الطاقة الكامنة فى مجال مرکزی عام1ه ٠‏ 


و 


الزخم الزاوى ٠11‏ قانون الساحات ٠‏ قوانين كبلر لحركة الكواكب 
السيارة ۰۷-1 مدار جسيم فى مجال قوة مركزية 1-7 * معادلة 
الطاقة للمدار 41 ٠‏ المدارات فى مجال التربيع العكسى ۰-1 
الطاقات المدارية فى مجال التربيع العكسى ٠١١1+‏ مدة الد ورة 
للحركة المدارية ٠ ١١5‏ الحركة فى مجال التربیم العكسى 
التنافرى ‏ تشتت جسيمات الفا ۰۱۳-1 الحركة ف سى 
مدارات دائرية تقريبسا _الاستقرار 
۷- دايناميك منظوسة | لجسيمات ون 
۰۱-۷ مركز الكتلة والزخم الخطى 57 ۰ الزخم الزاوى لامنذاومة 
۰۳-۷ الطاقة الحركية لمنظومسة جسيمات ٠ ٤)١‏ حركة 
جسمين يوثر احد هما على الاخر + الكتلة المصغرة ۵-۷ *التصادم 
٠57‏ التصادم المائل والتشتت ٠‏ بقارنة بين اليمحاير 
الختبريسة ومحاور مركز الكتلة ۷-۷ ٠‏ الدفم ۸-۷ ٠‏ حركة 
جسم متغير الكتله ٠‏ حركة الصاری ٠‏ 
لم يكانيك الاجساء الصلدة ‏ الحركة سى مسستو 
ل١ ١‏ مركز اكتلة لجسم صلد ۲۸ ٠‏ التوازن الستاتيكى لجسم 
صلد ۰۳-۸ دوران جسم صلد حول محوز ثابت -عزم القصور 
الذاتى ۸ب؟ ٠‏ حساب‌عزم القصور الذاتى 4ه ٠‏ البندول 
الفيزيائى ۰۲-۸ نظرية عامة خاصة بالزخم الزا وی اس۷ 
الحركة الصفا ئحية للجسم الصلد ۰۸-۸ جسم يتد حرج ات 
ستوى مائسل ٠۹۸‏ حركة جسم صلد تحت تاذ و ا 
٠١۸‏ * تصادم الاجسام الصلدة ٠‏ 
-٩‏ حركة الجسم الصلد العامة 0 
۱-٩‏ زخم الجسم الصلد الزاوى ل ضرب القصورات الذاتيسة 


ل 


۲-٩‏ ۰ محاور الجسم الصلد الرئيسية ۰۳-۰ الطاقة الحركئية 
الدورائية لجسم صلد 5-؟ ٠‏ عزم القصور الذاتى لجسم 
صلد حول محور اعتباطی ٠‏ المجسم الناقص للعزم ۵-٩‏ *المجسم 
الناقس للعزم ۰۱-٩‏ معادلاتاويلر لحركة الجسم الصلد 
٠ ۷-۹‏ الد وران الحر لجسم صلد عند ما لا توثر عليه قوى ف 
الوصف الهند سى للحرکسة ٠۸-۹‏ الد وران الجر لجسم ملد له 
محور تناظر ‏ المعالجة التحليليسة ۰ ٩-٩‏ «الطسسسواف 
الجیروسکهی - حركة الخذ روف ۰۱۰-٩‏ استعمال المصفوف فى 
ديناميك الجسم الصلد ٠‏ الكمية الممتد ة للقصور الذ اتی ٠‏ 

٠‏ معاد لات لاکرانسج 
٠١.٠‏ الاحدائيات المعممة ٠5-٠١‏ القوی المعچمة ۰۳-۱۰ 
معاد لات لاکرانج ٠ »٠١١‏ بعض تطبيقات معاد لات لاکسرانج 
٠١ ٠‏ الزخمم المعبية» الاحداثیات المپلة 1-۱۰ ٠‏ 
معادلات لاکراننج للقوى الدافعه ۰۷-۱۰ قاعدةالتغيير 
لهملتن ۰۸-۱۰ دالةهملتن ٠‏ معادلات‌هملتن ٩-۱۰‏ ° 
معاد لات لاکرانج للحركة اللقید ة ٠‏ 

١‏ نظرية التذبذب 
۰۱-۱ الطاقة الکامنسة والتوازن الاستقرار ٠51١‏ فك دالة 
الطاقة الکامشه بمتسلسلة اساسية ۰۱۳-۱۱ تذبذ ب منظوسة 
دات درجة حريه واحد 2 1-۱۱ * متذبذبان توافقیان مزد وجان 
٠ ۱‏ الاحداثيات العیاریه ۰۲-۱۱ النظرية العامة للمنظومات 
المتذبذبة ۰۷-۱۱ تذبذب ور محمل ۰۸-۱۱ تذبذب مستمو 
لمنظومة ٠‏ معاد لة الموجه ٠ 14١١‏ موجات منحنی الجیسسب 

۲یا لته الس الكاضة 
٠ ۱-۲‏ ملاحظات تمسهيدية ١-١5‏ تجربة مكلسن - مور سى 


۳۸۹۹ 


CT 


و 
۰۳-۲ فرضیات انشتین نی النسبية الخاصة ۱۲ * تحسبوپلات 
لورنتز ۰-۱۲ ۰ نتاشج تحویل لورنتز - تقلص الطسول ومد يد 
الزين ۰۰-۱۱ الفضاء وا لزمن ۲ ۰۷-۱ الرحلة الفضائية ولسوا م 
التناقض الظاهرى ٠81١57‏ نسبية الحركة المجردة ٠‏ د لات 
السرعة ١١5‏ غ١٠‏ ٠علاقةاكتلة‏ رالطاقة ۲ ۱۱-۱ استعمسال 


المصفوفات والمتجهات الاربسه فى النسنبية ۰ 


الفصل الاول 
مفاهيم اساسية بت التجم.ات 
Hmdanental Concepts-Vectors‏ 

في اية نارية علمية وخصوصا في علم الميكانيك يجب ان دأ 
بمغاهيم معينسة اوليسة ٠‏ كذ لك من الضروری وضع عدد مین من الفرضیات 
ال د 

ان من اکثر المفاهيم اساسية مفهرمان هما الفضا 00ع80 
والزسن ‏ هل واعتمادا على دراستنا الاولية لملم الحرکة في 
الميكا نيك ستفترض ان الفضاء الفيزيائي المتعامل فيه اعتياديا یسسوصف 
بالفضاء الرياضي ذی‌الابساد الثلاشة للهندسة الاقليدية وهذا صف 
نستطيع الاكتفاء بسه الان ٠٠‏ اما بالنسبة لمفهي الزمن ۵ فس تفترض 
سلسلة من الاحداث المرتبة المتتابعة التي يمكن ان تفاس بقياس زمني 
منتظم مطلق ٠‏ بالاضافة الى ذلك سنفترض ان لكل من الفضاء و الزسسین 
کیاناستقلا راضحا ۰ الا اننا عندما ندرس النظرية النسبية فیسا يعد 
سنعید النظر في مفهومي الفضاه و الزمن اللذین سوف نجدهما یر 
مستقلين ولا مطلقین ٠‏ وهي سألة سوف نعود اليما بعد أن نسدرس 
اس المیکا نيك الكلاس بكي ۰ 

لاجل تعريف موضمجسم في الفضاء » من الضروری اتخاق بحسابر 
مرجمية ٠‏ وسنستعمل نظام الاحداثيات في الميكانيك والنوعالاساسي 
لنظام الاحدائيات الذى يفي باغراضنا هو نظام الاحمدائيات الديكارتية 


و0000 artesian‏ او نام الاحدائیات الشماسد: و هو مجموعسة 
سكسو نة من ثلاث مستقیمات (اومحاور ) متعامدة في هذه الاحدائیسات 
يعين موضع نقطة بثلائة اعداد اوحاور هي دورو وتتضسير 
احداثيات التقِطة التحرکة بسرور الزسن » ای تنون الاحدائیات دوال 
للكبية ‏ البقاسة على مقياسنا الزمني ٠‏ 

ان الجسيم اوالنقطة الكتلية منالمفاهيم المفيدة في الميكانيك » 

والجسهم شيى* له كتلة ) ولكن ليسله امتداد بعدى ٠‏ انه ۵ بتعبير 
ادق » مفهى مثالي مجرد لا وجود له فيالطبيعة فحتى الالكترون له 
حجم محسدود * ولكن فكسرة الجسيم مفيسدة كتقريب لجسم صغير أوبتعيير 
ادق لجسسم ذ ی حجم غيو مهم لسبيا فم في نطاق بحث معيين ۰ وهك ذا 
يمكننسا مشلا معاملة الارض كجسيم في ميكانيك الفلك ٠‏ 
١ ١‏ ألكمياتالفيزيائية والوحدات Physical Quantities 8 Units‏ 


يعبر عن الحقائق الفيزيائية التي تحت المشاهدة بدلالة مکسونات 
اساسية ثابتة تسم الكميات الفيزيائية مثل الطول والزمن والقوة 
وهلم جرا ٠ ٠٠‏ والكمية الفيزيائيية هي اله يىء الذى ييكن فياس مقسداره 
بدلالة وحدة مختارة » فمشلا عندما تقول أن طسول جسم معيين (۷ سم) 
نعنى بذلك أن المقيا سالكمي (۷) هو العلاقة (النسبة ) بين طول 
الجسم وطول الوحدة (١اسم)٠‏ 

وقد وجد انه من الممكن تعريف جميع الكميات الفيزيائية في الميكانيك 
بدلالة ثلاث وحدات اساسية فقط هي الطول والكتلة والزين ٠‏ 

وحدةالطول 

أن وحدةالطول القياسية هي المتر ٠‏ وقد كان الستر سابقا 


)١(‏ سيشرح شپوم الكتلة في الفصل الثالث 


السانفةالبحصيرة بين حدين ثابتسين على قضيب من البلاين محفسسوظ 
في دار المقاييس العالمية في فرنسا ۰ اما الان فان المتر يعرف بالمسافةالتي 
تحتويبا ۲١‏ ر ۱۱۸۰۷۲۳ موجه ضوئية كاملة لخط الطيف البرتفالي 


وحدة الكتلة 


ان وحدة الكتلة القياسية هي الكيلو غرام ٠‏ و هي كتلة اسطرانة مسن 
فلزى البلاتين والایراديسم محفوظة في دار المقاييس العالميسة ˆ 

وحدة الزسن 

الوحدةالاساسية لقیاس الزمن هي الثانية وقد عرفت سابقا بدلالة 
د وران الارض + القانية بهذا التعريف هي قدار الزمن ل ٩۱۹۲۱۳۱۷۷۰‏ ذيذبة 
تحصدث في انتقال ذری خاص لنظير السیزیسسم ه0682 فی‌العندد 
الكتلي 1١١"‏ ۶ 

ان نظام الوحدات آنف الذکریسی بالنظام العالمي ‏ ( ,2,8 ) 
والمعیار الذرى الحدیث للطول والزسن في هذا النظام ليس فقس سد 
للفناء الا ان التكنيك الحالي لسو الحظ ١‏ غير عملي لاسستخدام معیسار 
ذری للككلة ی 

في الواقع لیس هناك سیب خاص لاستخدام الطول والكتلة و الزسن 
كمجموعة اساسية لتعريف الوحدات ٠‏ نقد استخد مت مجمعات اخسسری مسن 
)۲( في هذا النظام تيجد وحد ة رابعة هي الکولوم التي تستعمل لتعسسسریف 

الوحدات الكيبربائيةه٠‏ 


و توجد انظسة اخری شسائعة الاستعمال بالاضافة الى نخاسسسام 


۰ کنظام 8هه اوستتمتر ‏ غرام ‏ ثانية و نظام #258 اوقسدم 
باوند ‏ ثانية ٠‏ وهذان النظامان يمكن اعتبارهما ثا نوييز. بالنسسسبة 
لنظام ۰ لان وحداشهما عرفت بعمورة خاصة ككسور لوحسسدات ,1.8 

ا 0 
۳ 


ام ٠١“‏ كغم 

اقند = ۳۲۰۸۸ رم 

لو ل 
۲-۱ الكمياتالعددية والمتجبة Scalar and Vector Quantities‏ 

ان الكهيات الفيزيائية التي تعين تعییضا كاملا بمعرفة .قدارها 
فقط تسسمى * الكميات العددية وجوتو30" ومن الامثلة الشسائعة 
للكميات العددية ‏ الكثافة والحجم ودرجة الحرارة ٠‏ وتمامل الكميسات 
العددية رياضيا كاعداد حقيقيةعادية ٠‏ و تخضمعسد الجسع والطرج و 
الضرب والقسمة لجميع القوانين المالخة في الجبر ٠‏ 

وهتساله کیات راف ا ى علی فاح 
اتجاهية ء مشل الازاحسة من نقطة في الفضاء الى اخرى ٠٠‏ 
شل هذه الکسات يلزم لوصفها بصيرةكاملة ذكر اتجاهها 
فضبلاعن قدارها ٠‏ وتسمى هذءالكميات بالكميات المتجرسة 
۵ وهي اذا اتحسدت معبعضها تخضس.سع لقا سون متسوازی 


الاضسلاع الجسم والذى سنشزحه فيا بعد في بند ۲2۷-۱ بالاضافة 
الى الازاحة في الفضاء هناك امثلة شافعةاخرى للتجهات مثل السسرغة 
والتعجيل والقوة *ان.ضبيي المتجه وتطویر ریاضیات الکمیات التجهسبة 
ككل اثبتسا ضرورتهما في تطوير علم الميكانيك ٠‏ وسسيكرس ما تبقى من هذا الفصل ٠‏ 
لدراسة مختصرة في جبر الشجپات » 
"١‏ رصوز 20000001 
تمثل الكميات المتجبة بحرهوف الطابعة الثقيلةمثل (4) بینم | 
تمثل الكميات العددية بحرو فالطابعة الاعتيادية ٠‏ 
اما في الكتابة فش تعمل اعتياديا علامسة مميزة ا 
يدل على ان الكمية تجبة مثل ۸ . 
يعسين أىمتجه مشل 28 بصورة كاملة بذکر شنداره و اتجاهه ‏ 
بالنس بةالى محاور يتفق عليها كمرجسع ٠‏ ويشل في الرسسسم 
عدن يفي ال اجا الت ۽ نینط هقی هار 





(۳) كمثال لكمية لها اتجاه ولكن لا تخضع لقانون الجمع هو !لد وران المحد ود 
لجسم حول محور معيين ويمكن للقاری* ان يتحقق بسهولة من ان د ورتين 
متتابعتين حول محاور مختلفة لا تحد ثان نفس تآثير الد وران المنفرد الذ ی 
یمین من فان شواژی الاهلام‌علی ایغ" خال سیف لا تيع ي ا لس هت 
الحاضر بكميات من هذا النوم ٠‏ 


كما هو مبین في الكل ( ١١‏ ( ويعين کذ لك تعیینا كاملا 





الشكل ( ١-١‏ ) مركبات متجه في المحاور الديكارتيه 
بذ كر مركباشه او مساقطه على «اول المحاور المستخدمة وسيس تعمل 
رمز مرکیات التجه [ هه« ۸ ] كتمثيل آخر للتجه ٠‏ 

فالصسرن الايمن من المعاد لة زية بره بيد ] - ۸ 
يشل الخجه ۸ بدلالة مرکباشه في محاور خاصة ( سيفرض ان‌المحاور 
الديكارتيه هي البقصودة » ان لم یذکر خلافا لذ لك ) ٠‏ فمثلا اذا کان ل 
يمشل الازاحة من النقة ( ركو ركز, ند) یط الى النقطة (ج8,و7ج2)وظ 
لوال | ع واس ووو كي رن داو a‏ 
واذاكان 4 يمثلقوة هعهنصدثذ تكون ي4 مركبة القوة و هلم جرا ٠‏ 
وواضح أن القم العددية لمركبات متجه معيين تعتمد على اختیارالمحاور 

اذا اقتصر بحث خاص على متجهات واقعة في مستو واحد يلزمنا 
في هسذء الحالتمرکهتان نقسط وبالعکس فمن المکن تعريف فضاء رياضي 
لای‌عدد من الابصاد ٠‏ اذ ن يمثل الرمز (لية ١٠٠٠٠و‏ ريط ورد( 


متجها ابعاد » ٠ n‏ و في‌هذ ا الغپوم المجرد یستسف الح ةة 
كىچموة اعداه ۰ 


تج 


ات 


۹ [ 


Formal Definitions and Rules ؟ تعاریف اصطلاحية وقواعد‎ 


توا دراستة چیر الخجپات بیعض التماریفالامطلاخينة الوا 


بالشجپات — 
تساوی المتجپات Equality of Veotors‏ 
المعادلة 28 ۳ 
او )و8 موظ میظ) = (ےھ ديف بیدا 
تكافي* المعاد لات الثلات التالية *- 
و يه A",‏ دید 
جمع المتجبات 2م 1766502 


يعرف جمسع ای متجهين بالمعادلة التالية : 


A+B =) (یرشربه‎ + (BysBysBg) = (A+B, بیش ورظجية‎ ( 


الات 


وهذا يعني أن مجموعاى متجهين هو تجه اخر مركباتته مسساوية 
لمجموع مركبات المتجهين المعلومين ۰ 

Multiplication by a soalar الضرب بكمي_ة عد ديسة‎ 

اذا کانت © کمية‌عد دية و ۸ كمية متجهة فان 


سس 


ok) 7‏ يله ويهه) = A,)‏ دپ ويذ)ه = oA‏ 
ای حاصل الضرب 2ه كمية.تجهة اخری مرکباتپا ه من السرات 
اكبر من مرکبات المتجه 3 


=1 


لاه 


طسرح التجهات Vector Subtraction‏ 
یمرف‌طرح التجپات کبا يلي : 
(.2 - ید۸ ويه - بش برظ - A +)-1( 8 = (A,‏ = ظ - A‏ 
متجه الصفر The Kull Vector‏ 
التجه (0,0,0) = 0 یسی تشجه‌الر ۰ 
تفای ويه ا ر قر يدرت وو معدن علق د 
ولا كان استممال الصفر بد لا من متجه الصفر لیس موبکا لس ذلك 
سنستممل في المستقبل الرمز 0 = 0 . 
قانون تباد ل الحد ود في الجمع 404018105 The Cöımutative Law of‏ 
يصح هذا القائون في جبر المتجهات ای ان 
EA‏ از 
لان ےھ + ظ = ے٥‏ + يمف كذ لك پالنسبة لمركبات ۳ و 2 
قا نون ترتیب ا لحد ود The Associative Law‏ . 
و يصح كذ لك قانون ترتيب الحد ود في المتجهات لان 
Ay+(By+0y), Ag+(Bg+og) [‏ «(ی6+یظ)+ +(B + 0(- ] A,‏ ۸ 

=(A,tB,) + Cy, (AytBy)+ys (Ay+By)+0,)=(A + B) + 6‏ 
قانون توزیسع الحسد ود The Distributive Jaw‏ 
يصسح قا نون توزیع الحد ود عند ضرب‌الستجپات في كمية عد د ية 
لاننا تحصل من(؟) و (۳) على 

و2 + يه By‏ + يد و8 + بيق)هء = (ظ + 4)ه 


1 


e (A,B) , (A+B, و‎ © (A+B) 


(cA, + CBs يذه‎ + OBys OA, + يه‎ 


حب حك 
CA + 8‏ = 


انفسة الذکسر ° ۱ 

١ہ‏ ٭ قدار التجسه Magnitude of a Vector‏ 
پریز لقداز الخجه ۸ بالرمز ]14 ار ۸ ممرف‌بالجسذر 
التربيمي لحاصل جسع مربع مركبات المتجسه 5 

۳ 2 2 25 

0 ۸] (هد + كد + بد)‎ )١( 
واخذ الجذر الموجب شي“ بديپي في الهند سته يكون مقس دار‎ 
اللتجه هو طوله » ای طول قطر متوازی مستطیلات اضلا‎ 

بش : بد وش ۰ 


Unit Coordinate ۵۵۵ الوحدات المتجهة للمحاور‎ )1 ١ 





التجه الذي بقداره واحد عسد‌د صحیسح یسمی ( الوحد ةالمتجة) 
و الوحسدات المتسهة الثلاث 
F#= [0,0,2] )۲-۱(‏ ,]0,1,0[ = ,]1,0,0[ = 1 
تسمى ١‏ الوحدات المتجهة للمحاور )أو (المتجهبات الاساسسسية) 
ويمكن تمثيل ای متجه بدلالة هذ » المتجهات کمجموع على النحوالتالي 
A“ (AysAysAg)=(A,,0,0) + (O,Ay,0 + (0,0,4) (۳ -(‏ 
A,(1,0,0) + Ay(0,1;0) + A,(0,0,1)‏ = 
A,‏ ره 15 ا Ay‏ = 
ان تمثیل" نمجموع "ملائم لاغراص كثيرة و سیستخدم كثيرأ و سسسسوف 
تسمیه صيفسة س غز1 لتمثيل المتجه ° 


۱۰ 


و تمرف اتجاهات الوحد ات المتجهة بواسطة نظام الا حدائیات 
(الشكل ۲-۱ ) 


و فزم 


وهم 


الشكل ( ۲-۱ ) الوحدات المتجبهة للاحداثيات 1k‏ 
و هي تکون ثلائي اليد -الیمنی اوالیسری ویتقف ذلك على نيم 
المحارر الستخدمة واعتياديا تستخدم محاور اليد الیمنی » وهي 
المحاورالبينة في الشكل ( ۲۱ ) ۰ 
(-۷) المعنى الپندسي لجبر التجپات 
Geometric Meaning of Vector Operations‏ 
اذا فرضنا ان المتجبةيمثل بمستقيم طوله واتجاهه معلومان ء 
فيمكن ببساطة' التحقق من ان التعاريف التي ذكرنا نصرصها تا لبا 
التفاسسير البسيطة التاليسة : 
اب تساوی التجہات Equality of Veotors‏ 
اذا تساوی تجپان ٠‏ فانهما عندئذ يكونان متوازيين و لهما نفس الطسول 
الیش بو القروى ان يكن ا قالش + هکل ۳8 
یبین .تجبسين متساويين حيث رسسمت مركبتان فقط لكلى نیما 


للوشسسسوج ی 





Ax Px 
الفكل ( ۳-۱ ) يضح التجبات التساية‎ 
لاحظ ان المتجہین يكرنان ضلعين متقابليسن لترازى الاش لاع‎ 
كما انه ليس من الضرورى ان تكون التجهات المتسارية متكافئة في جمیسسع‎ ( 
النياحي ۰۰ فمثلا حتى اذاتساری متجها قرتين تواثران في نقطتسسین‎ 
مختلفتيين في جسم فان كلا منپما قد تولسد تأثیرا ميكانيكيا یختلف عن تاثير‎ 


الإلخ رى ( ۰ 
۲ جمع المتجہات Vector Addition‏ 
الجمع الا تجامي لسجپین یساوی الضلم الثالث لمثلث ءضلعاه 


التجپات * كذ لك يعبين 


کت اكلم کہ جح کے 
C=A+B=B+A‏ 






الشكل 9 e‏ الجمع لتجهين 


الجمع بقاعدة مترازى الاضلاع كما هو مین في نفس‌الشکل»(یحرف‌جمع 
التجبات من تاحيسة ثانية طبقا للتعریف ( ١ا‏ ) (۲) حتى لو سم 
يكن للمتجبات قطة مشتركة ) 


۳ ضرب المتجه بكنية عددية 8 Multiplication of a Vaotor by‏ 
Sealar‏ 
المتجه ذه پوازي المتجه ي وطولسه ئ مرةاكير من ل © 


عندسایکون 1- ص ۾ يمني آن‌اتجاه لتب هومعكوس اتجاه ۾ 
كما هومبين في الشكل 7 


e 
-4 


الشكل (:۱ - ١‏ ) السالب للمتجهه 
اس۸) الضرب‌العد دی ‘The Soalar Product‏ 
الفرب‌العددی لای شجهین: شل ۸ و 3 یش بالرسسز 78 ۸ 
ویقراً (8 00۷ 4) و هو كميةعد دية تصرف بالمعاد لة التالیة. : 


AB = A, Px + Ay By + A, ۳ )-۱( 

وينتج من التعریف المذکور انفا ان 

1ے هة( ام = A.B‏ 

لان بشرظ = تیش وهلم جرا ونتج كذلك ما يلي ٠‏ 

A.B + 0) = A.B + 6 1سا(‎ ( 

لاننااز! استند مناالعمریف( 4.١‏ ) بالتفضيل تحمل على ؛ ب 
O) = A,(B, + 6( + Ay(By + Oy) + AB, + Og)‏ + 2.05 
0 + بش + گی + ويه + ورد + بشید " 


سم 


6. 4+ ف .همح 


۱۳ 


بين مستقيمين والتي هي اب 
A A‏ 
E 2‏ - ات © cog‏ 
7 + 2 + سر (AŞ E‏ 
وباستعمال المعاد لئین ( ١ O‏ 4 ) پیکن كتأبسة المعادلة المذكورة 





اعلاه على الشكل التالي 6 م حب 
cos 8 =‏ 
(Y1)‏ و A.B = AB cos‏ 


يمكن اعتبار العلاقةالسابقة كتعريف آخر للضرب‌العددی ٠‏ هند سسیا 
عبوديا على 8 ٠‏ على الايكون اى من ۸ او 3 ساویا للصفر ۰ 
1 2 ۳ 2 
عددیا » ای ان ۸ ۶ ۰۸ > | A=‏ 
۲ جم 
DT ERNE‏ یکسسن 
التحقق من صحة الملاقات التالية بسپولة 


2 ھ م بم 
k.k = 1 1‏ = = لە ی 2.1 
6-0 0 ۳9 = 3,1 = 1 


٤ 


لنفرض أن عددا من قوى متلاقيمسة في نقطلة واحطدة 
س کے کے عل 
مشل و 1 ولا 9 ۴5 و ۵ ۵ ه و و هو و و و و و و و۰ ور 


تواثر على جسم عند ثذ يكون شرط التوازن السكوني للجسس هم 
اىالشرط الذ ی فيه الجسم ساكنا تحت تأثیر هذه القوی » هوان یکون 
مچجبهپا الاتجاهي یساوی صفرا * ای - 


که ج ہک 55 سس 
EF, = "0‏ = ب + و موه PF‏ ولا + دكا 
اذا مثلنا مركبة ۴ باتجساه المحور س × با لرمز رلا وهلم جيرا » 
عندثذ تكون معاد لة التوازن المذكورة اعلاه مكاففة للمعاد لات الثلاث التالية 
0 = ی 2 
0 1 2 


كما هو جلي من تعریف جمع المتجهات الذ ی سبق توضیحه في البند 
١.؟‏ (۲) ۰ اذاکانت جمسعالقوى معروفة باستثناء واحدة منها فييكسن 
ایجاد مرکیات هذه القمة المجپولة من حل معادلات التوازن المذكورة اعلاه 
۲ الش غل Work‏ 
افرض ان جسما قد ازيح خطيا 48 بتاثيرقوةنابتة ۴ ء 
كما هو بين في الشكل )1-١(‏ فالشغل ۸۵۳ یساوی حاصل ضسرب 
مرکبة القوة ۴ باتجاه الازاحة ۵8 





الشکل (۲-۱) قوة تماني ازاحسة 
)٩-۱‏ بعض تطبیقات المتجهات Some Applications of Vectors‏ 


Bquilibrium of a 281018 توازن جسیم‎ -۱ 


1٥ 


في مقدارالازاحة ‏ ۵8 ای ۸8 (9 همه (F‏ = ۵۲ 
حيث ۵ تمثل الزاوية بين 2 و 48 ٠‏ ولكنالطرفالايمن عبارةعسن 
الضربالمددى للقوة ۴ في الازاحة ۵8 ای 8ه ,3ت ۵۲ 
۳ قانون الجيب تمام Taw of Cosines‏ 
ا 
یمثل الشکل ( ۷١‏ ) مثلثا اضلاعه التجپات ۸ 8 ه 6 


عند ئذ يكون 8 + برد 6 


کے سب 


0 3 


۸ 
الشكل (۷-۱) قانون الجيبتمام‎ 
0.0 = (A +B), (A + B) 
= A.A + 24.8 + BB 

و الخطوة الثائية تنج من تطبيق القوانین في المعادلات ( 0-۱ ) 
و( ) واستيدال . 408 بایسایه 0 AB cos‏ 
ای 2 + @ ومه 248 + عم = 02 وهذا هوقانون 
الجیب تمام المسروف ٠‏ 
)٠١ -۱(‏ الضرب الاتجاهي . 2008108 The Vector‏ 

يمثل الضرب‌الاتجاهي للشجهین ۸ و8 بالرسز ۸×8 
ویقسراً (A oroas 8 ١‏ ويعرف بالمتجه الذى بركباته تعطلي 
پالمعاد نة انتالينة : 


0 وود - رقو و یط - (A,B,‏ = 8 ع 4 


بسيبحث التفسیر الهندسي للضرب‌الاتجاهي في اليلد ( ١ص‏ ۱۲ ) و 
يمكن البرهنسة على ان القواعد التالية تصح في الضرب‌الاتجاهي :1 


mM ۳۳‏ تست 

۸ ۶ 5 قد م‎ * 4 (Il) 
ی نينا ع‎ mh me س‎ 

AX» )5 + 0( ل + 8ع لله‎ > 6 (۱1-1) 
A(A x B) = (HA) x B = A x (nB) )۱۲-۱( 


وبرهنتها تأتي مماشرة من التعريف قد تركت كثمرين 
وفقا للتعاريف الجبرية للوحدات المتجهة للاحداثهات س المعادلة (۱ مب ۲ ) 
وام نثبت صمحة العلاقات التالية للضرب الاتجاهي بسمبولة 
0 ع ط و 3 ع ه #3 ؟ 


وه 1 ه وا * ل 
x Û )۱۳-۱ (‏ سا Fa‏ » 3 


۱( 
فمشلا 5 
Tx fu )0-0, 0=0, 1=0) = (0,0,1) = E‏ 
ويمكن بسپولة پرهنسة بقيةالمعادلات بنفس الاسلوپ ٠‏ 
 )۱۱-۱(‏ التفسير الپندسي للضرب‌الاتجاهي 


Geometric Intexnroetation of 61 1 Product 
أن تمثيل الضرب الاتجاهي يصيفة - الل‎ 


يتيك تیا + (وقلية - قدا + (رقيا - ید20« 3× ۸ 


۱۷ 


" وکل حد داخل الاقیای ساو الى محدد »ای 


بشید یلید ]یشوه 


جنا ظت 
+ 3+ اك » 8ع ۸ 
ملظ ے8 و 
لها A‏ 
ا و 3 
و سیر ہہ اکس 
(١-؛١)‏ يذ يد EBE‏ 
2 2 2 


8 ¥ = ۱ 
و بفك المحسدد پیکن التحقسق من صحته بسهرلة ٠‏ و صيغة المحسدد 
اداة ملائمة تساعد نا على تذ كر تعريف الضرب الاتجا هي ٠من‏ خراسالمحه هاه 
يمكن على الفور معرضة با اذا كان التجنه 4 موازیا للنجسته 75 
ای ما ذا كان 8 = ۸ ون لك عند ما یکون الصفان الاخیران مسد 
المحد د متناسبين ای تکون قیسة المحد د تساوی صفرا ۰ 
اذ ن يكون الضرب الاتجاهي لمتجپین متوازيين پساوی‌صفرا ٠‏ لذحسبسپ 
بقدار الضرب‌الاتجاهي عندنا دب 
قر رقني4) +( حرقيه) +2(رقيهرهيه) = | > | 
وبقليل من الصبر يمكن تبسيطها الى الشكل التالي 
000006 
“قي لجرترابوتيه)-(32 + 32 + ) (يد + مد + يدا = |۶5 ۸ا 


اعلاه على الشكل التالئ 


شنت دلب 2 ۳۹ ما 
2 - 4° = | 5 > | 


1۸ 


و پاخسذ الجذر التربيني لطرني هذه المعادلة وپاستخدام المعاد لسه 
۷-١ (‏ ) نستطیم ان نكتب مقدار الضرب‌الاتجاهي على النحوالتالي 
( ۱۵-۱ ) و sin‏ هد - 3( B | = AB(1-cos3e‏ ع | 
حيث © تمثل الزاوسة بين ۸ , 8. 
لتفسير الضرب‌الاتجاهي هندسیا نلاحظ آن النجه 8× 4 - 0 یکون 
عمودیا على کل من 4 , 28 لان e‏ 
و + برش + رید = ۸.0 
0= (يرظر4- .رليف ) 4+( ے۸٥ے‏ 4) ر۸ +( پر ره ) رك 5 
وبالشل 0 = 3.0 اذن‌النجه 0 یکون عمودیا على المستوی 
الذ ی يحوى التجپین لم 33 . 
ان اتجاه التجه ‏ 8 * ۸ 0 يعين من فرضية کون المتجهات 
اثلاث ۸ , 8 ,0 تشكل ثلائي اليد الیمنی كما هو واض منالشكل 
)۸-١(‏ ۰ ( هذا ينسجم. معالنتيجةالتي برهنت سابقا » فمن ثلاثي اليد 
اليينى 1112 حصلنا على (عز = ل × 3 ) *١اذن‏ نسستطیع 
ان نكتب من المعادلة ( )١5١‏ ما يلي 250000 
A xB = (AB sin (25‏ 
حيث 2 تمثل الوحدة المتجهة العموديسة على مسستوى المتجهسس سين 
ل و 3 ويعيناتجاه 2 من قاعدةاليد اليمنى هاى ه في اتجاه 
تقوم لولب (برفي ) آیسن يدور من الاتجاه السوجپ للمتجسه ۸ 
الى 8 خلال الزاريسة المحصورةبينهسا + كما هو سس سسين 


۱۹ 


في الشكل -١(‏ ۸ ) ويككن اعتبار المعادلة ( )١١-١‏ كتعريف آخ-سر 
للغرب الاتجاهي ٠‏ 


لاه سک 
8ع 4 


آنه 


9 


۱ 

1 

۱ 

۱ 1 
ا 


الشكل ( )۸-١‏ الضرب‌الاتجاهي 


ات دنو تس 
١‏ اذاعلت‌ان لع جرد 8 , عل و + 21 - 
جف AB‏ , ۶ ۸ 
له = 2 - 1 -2 =)2( )1=( + (1-) )1( + )1( )2( = A.B‏ 
7 1 
AxB= | 2 1 22‏ 
2 چ 1 
(2-2-)£ + (3)1-4 + (1)2-3 = 
3£ - رو 5 ع 
5 جد الزارية المحصوة‌بین ۸ , 228 
من تعريف الضرب‌العدد ی تملم ان 
ج cos 8 = E‏ 


^ a (1)) (1+1) 210 


1- 
2م 6# 





1 
= ^“ 


0 عم ف =( ج 8 = 6 





۲۱ 


۱۲-۱) عنم القسوة  Moment of a Fore‏ 
من التطبيقات المفيد ۶ و بصورة خاصة للضرب‌الاتجاهي هو تمثيل العزم 
لنفرض ان القوة ۴ توثر في النقطة ( 5 و 7 و * )2 وكما 
هو مین في الشكل ( ۰)٩-۱‏ و لنمثل التجه 02 بالریز 2 اىان 





المكل ( ١ )٩-۱‏ عزم القوة 
OP = T= 1x + 37 + Ks‏ 
ويعرف العزم. 37 حول نقطة معلومة مثل 0 بالضزب الاتجاهي 

Fag xF ) ۱۷-1 (‏ 
اذا سسلطت قوة منفرد ة في النقطة 4 لجسم حر الد وران حول محسور 
ثابت ليه في النقطة 0 »عندثذ يظبر الجسم ميلا للد وران ٠‏ و لما 
كان محور هذا الد وران عمودیا على القوة ۴ وعلی الستقيم ‏ 02 ان 
یکون.اتجاه العزم ۲ على طول محور الدوران ٠‏ 


۳۲ 


المعاه لة التالية تعطي قدار العسزم 
eine )۱۸-۱ (‏ «<د - |2 + |- [FI‏ 
حيث 8 تمثل الزايةبین * و ۴ *اذن یکن اعبار |۴ اسایدة 
لحاصل ضرب مقد ار القوة في الكمية 6 تدهتتو الاخیرة تمثل المسافةالعمودية 
من النقطة 0 على خط تآثير القوة ٠‏ 

عند ما تواثر عدة قوى في نقاط مختلفة من جسم منفرد تجمسعالعسزم 
بطريقة جمع التجپات وهذا ينتج من قانون توزيع الحدود لض رب 
المتجهات ای من المعادلة (۱۱-۱۰) ومن شرط التوازن للحركة الد ورائيسة 
يكون المجموع الاتجاهي لجمیم‌المزم يساوى صفرا ٠أى‏ 

2 (Fı x F,) 2 و‎ =0 


أن هذا الموضوع سيبحث فيما بعد بصورة وافية في الفصل الثامن ٠‏ 
(151) تمثيل متجه معلسوم كحاصل ضرب كميسةعددية وودد ة 
متجچة منفردة ٠‏ 

Representation of a Given Vector as the Product of a 
Soeala? and a single Unit Vector 
A= A, + a, + افرض المماه لة و‎ 


یک 
aA‏ 


اضرب واقسم الطرف‌الايمن بقدار ل 


A‏ .^ چ 
( سشج + سامت و + ) ۸-۸ 





۳۳ 


الا 
A‏ 
5 = سكب و ا 6 009 5-0 


حيث * و 6و 8 تمثل زايا اتجاه ۸ لذ لك يمكننا کتابسة 
Û +k cos ۲ (١‏ همه j‏ + ۵ 009 م عه 1 


( # همه و 5 8 و xX‏ ۵09 )۸ = 
او (۱۹-۱) A=‏ 
حيث ۸ تمثل رحد ة متجهة مرکباتبا هي و٠٠‏ و همه .cos Š,‏ 
افرض اى مجه اخرمثل و 
من الواغسح ان مقط ۳ على ۸ هو 
A‏ 


)۲۰۱( 

ےہ کے 

حيث © تمثل الزاية بين 4 و 8 
مال 


جد وحدة متجبة عمودية على المستوی الذ ی یحوی المتجپین 


۳۹ ۱۳۹ ۳۹ شب 
Î-j+2k A = 23+3-‏ = 8 
من المثال (۱) عندنا ب A x B = 1-3-3k‏ 
۰ م .م.م عله له 
(32 + 32 + ) ار ع A‏ 
a a‏ + 
1 


ع1 با فق اه 





5 
3 
31 


i 


4 ) انضرب‌الثلائي ات20 16و11 
یسی التعبير (6 × ۸.08 بالضرب‌المدهی الثلائي للتجهات 
ل , 8 , 0 . وهوکييةعد دية لانه ضرب‌عددی لکمیشین تجهتسین 
و عند الرجسرع الى مد ف ضرب الشجهات المعاد لة ( ١‏ ۱) ه سری مسن 


الممكن کتابسة الضرب العسدد ى الثلائي على النحو التالي 
یهد ید 


A. (BD x O) = By, By Bg )۲۱-۱(‏ 
Cy 0‏ 0 
عند تباه ل صفين أو عمود ين في محدد تتغير اشارته و لکن لا تتغير قیشسه 
المطلقسة من هذ ه الخاصية المعرضة للمحددات نستطيعان نشسستق 
بسسپولة المعاد لة المفيد ة الا ليسة 
کہ پس اس کے هه طلست 
A.(B x 0( = (A x B).0 (YY!)‏ 


ای يمكن تباد ل علامة الضرب العدد ى وعلامة الضرب‌الاتجاهي في الضرب 
الاتجاهي الثلائي 


. ی التعبیر کس مھ کش 
Ax (B x 0(‏ 


بالضرب‌الاتجاهي الثلائي 2081165 Triple ¥eotor‏ 
وقد تركنا تلطا لب البرهنة على صحة المعاد لة التالية لضرب المتجپات الثلاثي : 


الست نسم 


A x (Ê x û) = (A.0) 8 - )2.8(6 ١ )۲۲-۱۱ 


۰-۱ ۱۵ ) ۰ تغيير نظام الاحدائیات Change of Coordinate Syste.‏ 
قرف نالك 7 قد مثل بدلالة الثلاثي 10 على التحوالتالي اس 
EA‏ + دز + 195 1 
ومثل نفس المتجه ۸ بدلالة ثلائي جدید £ 3/3 اتجاهه یختلف‌عسن 
جاه ۶ 0 4 A az‏ ۳ كد 
با + + يفة A=‏ 
الان الضرب‌العد دی A.‏ ان ك 2 سقط 4 على 
المحدةالمتجه “5 وهکذا ییکننا كتابة 
يذ (/83) + بد (3.2) + يد ( 3.3) 2.3 ید 
A= A‏ 
ل ۲3 = A= Ak‏ 


2 


A, (<-1)‏ (2.3) + يد (3 7 + يذ (1.3) = 3 


هد سمي الضرب‌العد دی ۱ 1.3 )و( 1.3 ) و هلسم جسرما 
يمعامل التحویل ‏ عهمدتامدهعمصو؟ of‏ وناجهذه: 00۵2۶ وهي تساوی 
جيوب تمام الزوایا بين المحاور ذات الفتحه وبين التي بدون فتحه ۰ 
وبالتمائل يعبر عن مركبات المحاور الاخيرة على النحو التالي : 

A= a (3 34+ )3“ (۵+ + (KDA, 
بد‎ = 1 = (3 A+ يه(3:3)‎ + (KJA, (e 1) 


هم د و ثم 


A.K = (3 0 RJA, “+ (3. Ay + 03 KJA, 2‏ = 4 
ان جمیع معاملات التحویل في المعاد لات ( ۱ سه۲) قد ظهسرت فسي 


بع # و ی 


المعادلات ( ۱؟ ۲) لان 1. 1 = 1.1 وهلسم جرا ه 


۳1 


و لکن تلك التي في صفوف معاد لات ( ۲۵-۱ ) قد ظهرت في اعسد 2 حد ود 5 
معادلات ( ۲-۱) وبالعکس 

ان قوانين التحویل التي عبرت عنپا هاتان المجموتان من المعسادلات 
هي خراص عامة للمتجپات ٠‏ و هما تکونان في اللحقيقة طریقسسء اخرى 
لتعريف الج بات © ۰۲ 

ان رمز المصفوف 1ه يمكن ان يعبر عن معادلات التحويل 
بصورة ملائسة حيث تكتب المعادلات ( ۲-۱) على الشكل التالي : 


A 2‏ دا انيه 

(۲۱-۱) بدا | وه شا اد 
ش رع رخ جه سب ان ۱ 

Ay| عم متا‎ 1 A, 


ويس المسفوف "في ۲ المذكور توا پمصقوف التحوي ل 
ومن فوائده امكانية اسستخدام عدة تحویلات متتابعسة بسهولة و ذلك 
بضرب مصفوف كل تحویل في الاخر ۰ 

امثلسة 


١‏ مثل المتجه + 2 + 351 = بدلالة 
الثلاثي “ 1 “3 1 افرض ان المحورین ‏ × د7 دارا بزاوية 


۰ حول السحمور - و ويتطابق الیحسوران وء 


9 انظر علی سبیل المثال 


Db. 2. Smith, Mathematical Methods for Scientists and 
Imgineers, Prentice-Hall, Englewood Cliffe, ,و ها[‎ 3 





۳۷۲ 


كما هومبين ني الشکل ( ۱۰-۱ ) وبالرجوع الى الشکل 





الشکل ( ۱۰-۱ ) دوت المحاو ذات الفتحة ي0 بزاهة 4۵ حط 
اليج و س و 
تحسب معامل التحول كالا تي + — 


a 3 = 7E R.i = 0‏ 1/۷ = 1.1 
a 3.1 = Wla 2.3 = 0‏ /1- = .1 
i.k = 0 j.k = 0 E.k = 1‏ 
هذه تعطلي 2= 2 1 لقا ید 
2 ۷2 2 
73 لت ع بہت دو 
1 يش و EE‏ + 7 يد 


وبذلك يكن كتابة المتجه ۸ بدلالة المحاور ذات الفتحة على النحو التالي ٠‏ 
+3 نک دص م۸ 
و 
۲ _ جد مضفوف التحویل عند د ران البحاور زات الفتحة پزاية © حل البحو و 
( المثال السابق حالة خاصة لهذء الحالة ) ۰ عندنا 
j= sin ۵ , 1‏ 
وکل ضرب‌عد د ی اخریساوی صفرا ٠‏ اذ ن مصفوف التخول یکون 


eos 8 sin ۵ 0| 
"Si © eos 8 


أ © 
00 





42 1+ 3 + B= 1+ من المتجهيسسن رو و2‎ ١ 
اشم سح سس سأ‎ 
۸ - | قيسة‎ )۲( 
2.3 ا‎ 
2 (ج) الزاية بسن‎ 


۲۱ لنفس المتجهین في التمرین ( ۱ ۱) عبر پصيفة 131 عما يلي : س 


1 8 + 2۸ 
(ب) > ۸ 
(ج) 2۰ ۶( +۸) 
وم اذا کان المتجه عن ببس عمود يا على المتجه عه +ل1-5 


8 م 


1+ 3( x ) + 1([ ۰ ))1-3( x [(ع-)‎ 














اس" 


س 


١١ 
۱ اس۲‎ 


۱۲۱ 


5 


A = 2f , 8-2131 اذا علمت ان , دود موی ر‎ 
5 ١ حون‎ 
(A x 8(.6 و‎ ۸.۰/8 x O) (D 
)4 28( 6 , Ax )8 * ©( (ب)‎ 


سط القوة T+‏ = على جسم في النقطسة 2 بحيث 
كان الشجه 3 + 23 م 3 = OP;‏ تسم لطت ۶ قوة ٿا نیمسسپسسة 
Fy = - Ê‏ في النقطسة £ + 3 + 1 2ح وخ جسد 
المزم الكلي ¥ ¢ قدار ¥ وزوایا جیسوب تسام 
محصلة محور الد وران ؟ 
برهن المتطابقة التالیسق حك الجا ۷ ت 
x Bx 0) = (A.0) 8 - (A.B)C‏ ' 
اذا کان التجپان 4 و 8 یشلان ضلعين متلاقیین من متوازی 
اضلاع ٠‏ برهن علی ان مساحة متوازی الاضلاع تساوی | xB‏ 4 
برهن بطريقة جير التجبات ان الزا وة اللرمنهة داغل مسف 
دائرة تكون قائسة ٠‏ 
يرهن تان ا جرب في اللات باد ا .جر التجيات. * 
اذا كانت التجهات ۸ و8 و69 تمثل ثلاثة اضلاع متلاقيسة 
لمتوازئ مستطيلات ٠‏ برهن على ان حجم متوازى الستطيلات يس :وی 
x 6([‏ ۳۹ 
متل التجه 3 +1 بدلالة الثلائي از و عندما يدير 
المحوران "وراه حول المحور بج (الذی ینطبق على 
الیحور د ل ) بزاوية ۱۰ درجة ٠‏ 


۳۰ 


۱-۱ برهن على ان قدار المتجبة لا يتغير بالد وران * اسسسستخد م 
المصفوف 


cos © sin © 0 
“gin ۵ cos © 0 
0 0 1 


2 9 
يتبعه د وران آخر حول المحور ‏ ر بزاهة م ٠‏ 
۱۱-۱ المجموتان من التجپات. © ,5 ره , 6,8,8 تسس 
متبادلة اذا كان 1 وام Bib S‏ و 


وکل ضرب‌عد د ی مختلط مثل 0 = ۵,9 برهن على ان 


اسه نکب ادم | بے چ“ ریت 
ق7 , حع .ج ,عة .م 
0 0 0 
حيث e)‏ ع ) Q = a.‏ 


, جسد مجموعة متجهات تكون مبادلة معالمجمكة 1 ,ل‎ ١1.١ 
.1 + 1 + ع‎ 


۳۱ 


الفصل الثاني 
تفاضل وال ا ولم الحركة 


وهذء المعالجة ستبسط كثيرا باستعمال علم التفاضل والتكامل المطبقة على الكميسات 
المتج ٠.‏ 
۹ ۱) مشق المتجه Derivative of a Vector‏ 

افرضان مرکبات المتجه ۸ هي دوال لمتغیر واحد مثل ‏ » والمتجسه قد 
يمثل مسوضما او سرعة او ما الى ذ لك ویمثل‌الیرامتر ا ” دهةهوسوصدم " اعتیاد یا 
الزن + » وقد تکون ايةكمية اخری تعين مرکبات‌المتجه لمر ٠‏ 

Aw) = Aw) + لايق + (نامددٌ‎ 

وتعرف مشتقة المتجه ۸ بالنسبة للكمية نا بصورة ممائلة تماما لتعريف 

التفاضل الاعتیاد ی لد وال الكميات العد د ية بواسطة الغاية 11m‏ نحصل على 





> باه مه ج‎ A4 

ر هلگ و + کل 5) نصا - شك مدد ۔ غو 

Au Au ۵‏ و وا ۸ ۵ ۰ ج ریم 1 
حهد (ا)ية - (۵ ۵ + »)ده = پرهوعلم جرا ٠‏ ای أن 


ÊL 


جشه ۸ و فق ^ 
¬ ۴ + و 1 + ب 1 = 
أذ ن مشتقة المتجه هي منجه اخر مرکباته مشتقات اعتياد ية ۰ ۱ 


يتضح من المعاد لة السابقة ان مشتقة مجموع متجهين تساوی مجموع مشتقة 
کل ہما اي : 
)¥( له ب هه = روب+م ه4 
وستعالح قواعد تفاضل ضرب المتجهاتبعدئذ في البند (5 7) 
( ۲-۲ ) متجه الموضع لجسیم Position Vector of a partic1e‏ 


في محاور مرجعية معينة ؛یمکن تعيين موضع جسيم بصورة كا ملة بمتجه واحد 


۳ 


ای ازاحة الجسیم بالنسبة الى نقطة اصل المحاور ۰ وهذ | المتجه یسمی متجه الموضع 
Position Vector‏ للجسیم» في المحاور الد یکارتیه المينة ني الشکل ٠‏ 


(1-1) یکون متجه الموضع‌بکل بساطه هو 
x + jy + ka )۳-۲(‏ = 2 


4 





الشکل ( ۱-۲ ) متجه الموضع 


ومركبات متجه الموضع لجسیم متحرك تکون د وال للزمن ای 
(2)8 = 5 و y= y(t)‏ و x= X(t)‏ 

( ۳۲ ) متجه السرعسة The Velocity Vector‏ 
بینا في البند (۲- )١‏ التعريف الاصولي لتفاضل ای متجه بالنسبة لای پوامتسر 
مصورة خاصة اذا كان المتجه هو متجه الموضع ”7 لجسیم متحرك والپرامترهو الزمن اء 

وتفاضل *2 بالنسبة للزمن :+ يسم " السرعة "والتي سوف نرمز لها بالحرف ¥ ٠‏ 


آنان 
(--1) 0 
حيث النقاط تمثل التفاضل بالنسبة للزمن * ۰ ( ان هذا الاصطلاح‌تياسي وسوف 


يستعمل من اول الكتاب الى اخره) ٠‏ ولنختبر المعنى البهند سي‌لمتجه المسسسرعة 


اف رض ان جسيما كان في موضع معين في‌الزمن ا معد مرور فترة زضية 


۳۳ 


بقدارها ” 8 ۵ “تحرك الجسیم من الموضع ( ۶ ) 2 الى الموضم( ۵ + 6) ء 
نمتجه الازاحة .خلال الفترة الزنية ا هو 

Ar=Fr (t+ At) =F )*(‏ 
لذ لك يكون خارج القسمة 4 ۵ / ۵ متجها موازيا للازاحة٠‏ وكلما افترضنا فتسرات 
زشية اصغر فاصغر اقترب خارج القسمة ۵۷ / ۵ منالغاية ۵#/ جك 
والتي تسمى بالسرعة ۰ والمتجه ۵5 / 45 يشل اتجاه الحركة ومد لها الزني كما 
هو موضح في الشکل التخطيطي (۲-۲) في الفترة السزنست و۵ 





تسرك الجسيم على طيل المسار من النقطة 7 الس ۶ ٠‏ 
وعد ما تقتر ب ۸۵۷ من الصفر تقترب النقطة ً۲ من ۶ وذ لك یقترب اتجساه 
المتجه 4# / AF‏ من اتجاه المماس‌للمسار في ٠ P‏ فمتجه السرعة اذ ن یکون 


د اما مناسا لمساز الجركة ٠‏ 
1 يسين مقد ار السرعة پالانطلاق 30664 وید لالة المرکیات المتعامد ة یکون الا نطلا 
على الشكل التالي ٠‏ : 


(۵-۲) (2ئ + 2ن + مش = |+| v=‏ 


۳ 


اننا نستطیع ان نعبر عن الانطلاق بطريقة اخری اذا مثلنا المسافة العدد ية 
على طول المسار بالرمز 8 وذ لك على النحو التالسي : 


۳۹ 
2 2 2 2 
مها زره لها ومد - فج + نسدد = عي - + 


At وموم 0ه‎ A 


والتي عند تبسیطپا تصبح مساوية للمقدار الجبرى ليمين المعادلة ( اسه ) » 


٤-١ (‏ ) متجته التعجيل Acceleration Vector‏ 
ان مشتقة السرعة للزمن تسی التمجیل » متشيله بالرمز 2 یکین ضدنا 
(ك-١)‏ 0 جه 3 = 2 
مد لالة المرکبات‌المتحامد ة 
îk + ¥ + KE )۷-۲(‏ = + 


اى ان التعجيل كميسة متجهة مرکباته بد لالة المحاور المتمامد ة هي المشتقة الثانيسة 
لاحد اثيات موضع الجسیم المتحرك ۰ وسوف‌نشرح تحلیل التمجیل 2 الى مرکباتسسه 


اة 
١‏ لنختبر الحركة المیثاسةپالمعادلة - ۱ 

+ 2 عق A‏ ا 

0 + ( سل - هو)قٌ + 258 = (8)م 
لما كانت مركبة ‏ بو ثابته وتساوی صفرا » فالمعاد لة تمثل حركة في‌الستووب. × ٠‏ 
ونحصل على السرعة 7 عد تفاضل *2 بالنسبة للزمن * » ای ۰۰ 


۳۰ 


رع > (o‏ + وج ا 
متفاضلبا للمرة الثانية نحصل على التعجيل » ای 
ay a.‏ ج 
6- = ميو = a‏ 
ای أن . 8 يكون بالاتجاه السالب للمحسور - ۲ ۰ وله المقدار الثابت م ٠‏ وسار 
الحركة يكون قطما مكافئا كما هو مین في الشکل ( اس۳) ٠٠‏ 
( ان هذه العماد لة تمثل في الحقيقة حركة القذيفة) ۰ ویتغیر الانطلاق 
۳ مع + وفقا للمعناد لة التاليسة : 4 ۱ 
e)2 [‏ ¬ 0( + م ۲ 





0 


الشکل ( ١-۲‏ ) متجهات الموضع والسرعة والتعجيل 
لجسیم بتحرك على مسار قطسع بکافسي؛ 


۲ افرض ان متجه الموضع لجسيم 7 5 
فرش أن متجه الع o‏ ا E‏ 
ولنحلل الخركة ٠‏ المسافة من نقطة:الا صل والتي 


+ ا 
62١‏ + اس 2 b^‏ + چ س گصدن ۲۶) سا دب | 


رہ + ص( = 


۳۹ 


وعد تفاضل E3‏ »له أن 


ee ar ۰ e~ 3 
۲ = GE = 3160608 wt - jblwsinwt + 0 


ولما كانت مركية السرعة 7 باتجاه المحور 2 تساوی صفرا + فمتجه السرعة یکون موا زيا 


ات 7د ٠‏ و ی ی 


و (ه 2 مذو سم + وس وون 2 س*) = || ۲ 


ا 59 
wt‏ 605 2س و3 - sinwt‏ ۶س اڈ = ج a=‏ 
يكون عمود يا على السرعة »لان الضرب العدد ى للسرعة ¥ والتعجیل 2 يساوى 
صفرا »ای 
0= )8 ومو 2ن sin wt)+(-b w sin wt) (=b‏ س ) (ات ومع دەط) = و 


بالاضافة الى ذ لك نأن التعجيل يكون عمود يا على المحور- = كما هو واضح في‌الشکل 
لان 0 = .2 والسار الفعلي هو داثرةنسف قطرها 8 وتقع في المستسوى 
6 = 2 وقد وضحت الحركة في الشكل ( اس ) ٠‏ 





۱ 


الشكل ( 1-۲ ) متجهات الموضع ۳3 


و لسرعة وا لتعجیل لجسیم يتحرك في x‏ 
دائرة 
"اه تکامل المتجه Vector Integration‏ 


افرض ان مشتقة المتجه 2 بالنسبة للزمن اعطیت‌به لالة اللحساور 


۳۷ 


الد یک رتیسه وان مرکباتها د وال معلومة للزمن »اعان 
E(t) + Kfg()‏ + )6( ,£ چ 
وغد تكاملها بالنسبة للزمن 6 نحصّل على 
(A-1)‏ ۵8 (0) وه 6 + كة(6)رم Ff‏ + 6ة() ید ] 3 T=‏ 
ان هذه العملسية بطبيعة الحا ل تماما عكسعملسية ایجاد متجه السرعة غد ما 
يكون متجه الموضع معلوما كد الة للزمن ٠‏ وینطبق الشي* نفسه على الحالة التي 
يكون فيا التمجیل معسررفا كد الة للزمن فالتكامل يعطي السرعة ٠‏ 


شال 


از | علمتان متجه السرعة لجسيم متجرك هو 10872 + 388 + اند = ۷ حیث 
A‏ و8 و0 هن ثوایست ۰ جد ۲ . 
بالتکامل تحصل على Rf otag‏ + هذ T= Pf aat + Bt‏ 
5 د 
J + 20 In + + Fo‏ و + TAt‏ = 
حيث المتجه و2 هو ثابت التكامل ٠‏ 


Relative Velocity السرعة النسبيه‎ ) 1 


افرض ان متجپي موضع جشيمين هما ر۳ و ر على التوالي » كما هو مین 


في الشكل ( ۴ ) ۰ 


۳۸ 


F12 a سر‎ 7 
۷3 12 

۳ سس 
7 2 1 

م 57 2 

1 2 

0 
الشکل ( 8.-ه) 
أ متجه الموضع النسبي ب - متجه السرعة اللسبي للجیمین 


ان ازاحة الجسیم الثاني بالنسبة للاول هو الفرق رت :2 والذ ی سنسمیسه 

۰) 2 ( 

اذ ن سرعة الجسیم الثاني بالنسبة للاول هي : 
لك و رن ی ما 
التي سنسميها السرعة النسبية ٠‏ غد نقل 77 تحصل على : ور + در 
هذه تمثل السرعة الفعلية للجسيم الثاني بد لالة سرعة الجسيم الول والسرعة 
وعلينا ملاحظة ان مقدار السرعة النسبية للجسيمين لا يساوى تغيير المد ل 
الزني للمسافة بينهما ٠‏ والكمية الاخيرة هي :. 


١د‏ طائرة تتجه شمالا بسرعة ع” بالنسبة للهوا* ٠‏ فاذا كانت الريح متجپة 


۳۹ 
شرتا بانطلاق ر۲ ۰ ما هي الحركة الحقيقية للطاگرة ؟ ٠‏ 
من تعريف السرعة النسبية نری أن السرعة الحقيقية للطائرة باللسبة للا رض 
هي مجموع متجهي سرعة الپسوا * وسرعة الطائرة بالنسبة للهواءء ای 
a + Vu‏ = ورس ۷۲ 
لنفرض في مسألتنا ان الوحد تين المتجهتين 1,1 توشران باتجاه الشرق 
والشمال على التتالي ٠‏ دئد تحصل على ى 5 
07 + و1۲ > وس 7 
١‏ عجلة نصف قطرها ظ تتدحرج على الارض بانطلاق امامي مت ٠‏ جد السرعة 
لاية نقطة على حافة العجلة مثل ظ بالنسبة للارض ٠‏ 





و3 
rel 3 Tel‏ 


0 
الشكل ( 1۲ ) متجهات السرعة لنقاط مختلفة 
على العجلة المتد حرجة 


اولا افرض العلاقة 
sin 6‏ دو - و cos‏ د = وی 


حیث تانب 6 


هذاه تمشل حركة د اثریسة باتجاه عقرب الساعة حول نقطة الاصل » وشي مركز العجلسة 
في هذ ه الحالة ۰ فمشتقة الزمن عندئذ تعطي سرعة النقطة 2 بالنسبة لمرکز العجلة 
ای : 
#7 


8 همه u‏ 0 - 0 صدو سط rel”‏ 


ای ااسرعة از يي با لنسية للارض ی r‏ د 6۸,۱ علما E f‏ سره و ۳ 
الجا هى و عندفذ تکون السرعة الحيقية للنقطة 2 بالنسبة الارف‌کالاتی 


2 ع اس 
cos 4‏ س 35 - ۵ مذو س 25 = ر۷ = ۷ 


لل 


و sin 9( - 187 cos‏ - 1( 33 
بالشكل ( ؟ ہ1 ) يبين متجهات السرع لقيم مختلفة للزاوية 8 


Derivatives of Products of Yectors تفاضل ضرب المتجبات‎ ۷ .. ۲ 


اعد کے سب شس اس 
0 


جه من الضروزی فى احوال كثيرة ان نتعامل مع حاصل الضرب فد و4.2 ,تة 
یه الكبية الحددية 2 بالكميات المتجبه 8,4 دوال للبرمتر المتفرد ۶ كما 


Au)‏ لجع - A(u + Su)‏ لسك + لھ پروید _ لعا 


du Au» 0 Au 
رتیه‎ = 1imit Au + اق ريده‎ + ۵u) - A(u).B(u) 
2 اجباج‎ Au 
a(AzxB) = limit Au + ليده‎ B(u + Au)- A(u) x B(u) 
du Aus 0 Au 
مجمم رطرح کمیات مثل ( (۸)۵ (درك + ا)۸ ) فى بسوط المعادلات الائفة‎ 


الذکر تحصل على القوانین التالی.2 


A (۱۰ ۲(‏ 7 عك لما 
a O E‏ 

AB)  .فش قف 2 م‎ (11۲) 
du du du 

( ۲ 1 حه ج ۸ AxB‏ 

2۵2 قفا × ۸ے ب 8 ع غك ب‎ 0 (١ 


du du du 


€4 


!أن من الضروری المحافظة على بقاء رتيب الح ود في ااضرب‌الاتجاهي عند التفاضل 


کد تركب الخطوات کتمرین للطالب ۰ 
۲ - ۸ المركيات المياسة والعمودية للتحجيل 
Tangential and Normal Componente of Accelerationt‏ 
رايا فى البند ( ۱ - ۱۳) آن اىمتجسه يمكن تمثيلسه بحاصل ضرب قداره ووحب..د ء 
جة لتميين اتجاهه ۰ وفقا لذ لك يمكن كتابة نتجه السرعة لجبيم متحرك کحاصل لضسرب. 


انعالاق الجسم + فى وحدة متجهة 7 لتعطى اتجاه حركة الجمیم ای . 
YP (۳۲)‏ كت 
ويسمى المتجه 7۳ بالوحدة المتجبه المماسة ٠‏ عند ما یتحراه الجسم نقد يتغير 


انطلاقه ” قد يتغير اتجاه 7 ۰ لنستخد م قاعد ‏ تفاضل ضر ب كمية عد د ية 
فى أخرى متجبة للحصول على التعجيل ٠‏ فالنتيجة تكون ‏ 


aT ۰‏ شد 
( ۲ ۱€ ) 27 چ پچ رس سك يلك د و 
dt dt dt‏ 


با لرخم من ان الوحد ‏ المتجهه لها مقدار ثابت فان لها المشتقة /at‏ 07 





وهذ ه با لضرورة يجب ان تعبر عن تغيير اتجاه 7 بالنسبة للزمن » كما 


هومبين فى الشکل ( (ivf‏ کب انس الیتدان 


ر 
الشکلی ( ۲ ۲) الوحدات المتجهة المماسة 
والعمود پسة ۰ 





با کیت 

في اه قطة مثل 2 م تحرك مسافة 5 ۵ على طول ساره الى نقطة اخری يكل ظ 

مر .2 زمنية مقدارها ۵ ٠‏ ولنمثل الوحدات المتجم: للساسات فى ظ و 2 پالرموز 7 
ر ۴ على التتالی كما هو بين فى الشکل ٠‏ یختلف اتجاء هاتین الوحدتین المتجهتين 
ای ۵۷ کا حومبين فی الشکل ( ۷-۲ ب ) ۰ وواضع ان الفرق ۵7 یقتسرب 
مس ۵۲ بالقدار عندما تکون قیم ۵۷ صفيرة ۰ كذ لك یمبح اتجاه 7 2۵ عمزدیا عاسی 
ا.حاء 7 فی الغاية ه عندما یقترب 9۵۷ هلك من الصفر ٠‏ نستنتج مما كسم 

أن متدار المشتقة 47/8۲ یساوی راحدا واتجاهها عمودى على 7 ٠اذن‏ سنسمیها 


اة الشجه؛ العنویة تلا بار 2 ۶ ای ا ا ق 





a ¥ 
Chain Rule ثم لا يجاد مشتقة الزس 87/84 ستحمل القانون التساسل‎ 
047 د‎ dT d¥ و‎ a¥ ds Ks کالاتی‎ 
dt ٩۳۲ dût 08 dt م‎ 
P= 48 حيس‎ 


رهويمثل نصف قطر تكور مسار الجسیم المتحرك فى النقطة 27 ٠‏ يعند تعويض ۵7/۵ 


المذكورة فى المعادلة ( ۲ ١6.‏ ) تحصل على النتيجة النهائية التالية 
2 


۱۱-۰ سب ري و 


س ۲ کاس 
اذ :هناك مركبة لتعجيل الجسیم المتحرك باتجاه الحركة قدارها 8 = ۲ = يه 
مهد » تمثل التعجیل المماس ٠‏ ومركبه اخری بقد ارها م7 = بة وطسى 
البركبة العمودية:٠‏ «هذ ه المركنة تتجه دايا نحو مركز التکور من الجائب القعر لمسسار 
انحركة ٠‏ ولهذا السبب سمیت المركية العمود ية كذ لك بتعجيل الجذ ب المرکزی ٠‏ 
مما تقدمثری ان مشتقة الزمن للانطلاق هی مركبة التعجیل المماسة ٠‏ ويعين قسسد ار 
التعجيل الکلی كما یلی 


2 4 ۰ 5 س 
رق + “6 =| و = اها 


(iY FT 
مثلا افا تحرك جسيم على محيط دائرة بانطلاق ثابت ۴ فقدار متجه التعجیس.-..‎ 
: ومتجه التعجيل فى هنت‎ ٠ يكؤن ر۷۶/۸ حيث م8 ينثل نصف‌قطر الداثرة‎ 
اما اذا كان الانطلاق غير ثابت وانما 10 بمعد ل‎ ٠ الحالة یووثر دائيا نحو مركز الدائرة‎ 
زمئق معين مقداره + فعندئذ مركبة التعجيل الامامية تكون مساوية لهذ الكمييمسة‎ 
ولكنها تنحرف مبتغد ةعن مركز الدائرة حر الاتجاء الامای كما هو مبين فى الكل‎ 
اذا كانت حركة الجسيم متباطئة فان متج ه التعجيل ينحرف بالاتجاه‎ امأ١‎ )۸ - + ( 


P 


(bi 





الشکل ( ۲ ۸) متجهات التعجيل لجسيم يتحرك على سار داشرى 
آ انطلاق ثابت ب انطلاق متزاید 


1 


٩.۱‏ ألسرعة والتةجيل فن الاعداثيان القطية ‏ تمیق 
اوه ومع Fêlax‏ فا diu‏ هن داوم دومع قد and‏ زمن 1ن از 


من الملا فى العالب امتعیال الا عداتيات القطرية # ,“8 یز ونم 
جسم بت حرك فى ستو ٠‏ ون كتاية مرضع الجسيم بد لالة جبر امشچ سان 
کساعنل لضرب السافة القطبية ا فى الوحدةاللتجيةالقطبية ‏ +3 
ای 

Far, (IA. *) 


هی 


۳۹ 7 0 ۹ یب 4 5 ۰ 
گادرف م يك هرك | لجسيم يتغير كل قن PT‏ وس لان كليهماً د زا لر 


اذ ن أذ أ فأضلتا بالنسبة للزین عصل على 


٤‏ س چ ے ماس ےپ 
dt dt‏ 
لكى نحسب المشتقة 03/84 نفترضمخطط المتجهات المبين فى الشكل 


٩۹. ۲ (‏ ) ۰ تبين د راسة الشکل انسه lae‏ يتغير أتجاه r‏ ببقد ار 
وى فالتغيير اللقابل له 








)۱۹ ¥} 





الشكل (۲ -1) الوحد ات المتجهسه للاحداثيات القطبية | لمستوسسة 


3 1 
تي الود ة التجبة القطبية ماش نین کا پلی,قدار یدش تقویوس.-..ا 


ا نري ول اشجاهسا موك فى على 8 * شي شل ۳ ع نا 
jg 9‏ نت , ۵1 
باق قسبئا على .4# ماهتا الغاية تحصل على 0 
ِ ۳۹ 


dd 


( ۰۰۲ ۲۰) چ“ و <- 25 
ررشقة الوحد 2 التمهة 3 القطبية بالنسبة الزین ٠‏ مطريدة مماثلة تماما یمکن أن ثثيت سان 
التنییر فى الوخد ة المتجهة 38 يعين بالتغريب التالی س 

ود 32 - ت و3ه 


والاشارة السالبة ادخلت هنا لتشير الى ان اتجاه غير ولھ معاكرلاتجاء ہت 


كما يمكن رركيته فى الشکل  ٠‏ وليه تکون مشتقة الزمن ٠‏ ۱ 
CG‏ ىڭ 
( 1۲ ( ۳ مد = 2 
واخيرا باستخدام المعادلة ( ۲ - )٩۰‏ لمشتقة الرحد ةالمتجهة القطبية نستطوسم 
أن نكتب معاد لة السرعة کالاتی 


4 لس 


0 وإ 6 « + بلط = 
أن ن * يمثل مقدار المركبة القطبية لمتجبة السرعة و هم قدار المركبة المستعرضة 
لکی نجد متجه | اتمجیل ناخذ مشتقة السرعة پا لنسبة للزمن وهذا يعطى 
0 0 5-58 


: 0 . 3 
= س ل + لت‎ + )20 + r0)jg + r8 
dt dt 











4 
یعند التعويضعن قيم 05/0۷ و ۵30/8۷ من المعادلتين (۱ ۲  )۲۰--‏ و 
(؟  ۲١‏ ) تحصل على المعاد لة التالية لمتج ه التعجیل بد لالة الاحدائیات 


القطبية المستوية ٠‏ 


(xê +226( e (۳ — ۲)‏ + ,3 (62ج - (F‏ ده 


(e-۲)‏ “نم - ا = بد 
رالمركية المستحرضة هى 
(۲ ۰ ۲۵) (وگ) سکب سل = ند + قم = په 


ترینا النتيجة السابقة ٠‏ مغلا انه عند مأ يتحرك جسيم على دائرة نصفقطره ا 
ثايت »ای ان 0 = + عندئذ یکون مقدار المركبة القطبية ساویا الى 

0 وتتجه الى الداخل نحو مركز السار الدائری ٠‏ وفی هذه الحالة 
يكون مقدار المركبة الستعرضة سساویا الى 6 . ومن ناحية اخری اذا تحسرك 
الجسيم على خط قطبى ثابت ای اذا كانت ۵ ثايتة » فان المركبة القطبية 


تساوی 5 » البركبة الستعرذة تساوى صفرا ١اما‏ اذا كا نكل 





۳ 


۰ و 6 متغیرا 6 فان الملاقة العامة ( ۲ ؟) تحطى التعجیل‎ F۳ 


الات 


يتحرك جسیم على مسار حلزونی بحيث مرضع ه بالاحداثيات القطبية هو کالاتی _ 


r = bt 6 = et 


حيث ط و ه هی ثوابت ٠‏ جد السرعة والتعجيل كد وال للزمن # ۰ 


55-5 ‌ 


8 42 * 24 4 5 
EEE (at“) + 100 ) 9 (et)‏ ميك 7 
(2b), + (bet),‏ = 
ومالتمائل نحصل من المعادلة ( ؟ ‏ ۲۳ )على ما يلى 
to) + 3)0 + 2)208(0[‏ - 12 = ه 
در ج2 2 
و46۷ + مد( و“ -. 9)2 = 
من المفيد ان تلاحظ فى هذا المثال ان المركية القطبية للتعجیل تصبی سالبة عند ما 
تكون 8 كبيرة ولوان نصف‌القطر یزداد دائما بصورة رتيية مع الزسسسن ٠‏ 


(؟  )٠١‏ السرعة والتعجيل فى الاحداثيات الاسطوانية والكرية 
Velocity and Acceleration in Cylindrical amd Spherical‏ 


Coordinates: 
Spherical coordinate الاحداثيات الاسطبانية‎ 


فى حالة الحركة ذات الابعاد الثلاثة ٠‏ يمكن تعيين موضع الجسيم بد لالة الاحداثيا 


الاسطرانية 8 و ۵ ,۴ عندئذ يكتب مرضعالمتجه على النحو التالی 


A 
T= RÎ + 2k )( ۲1۲ ( 
حيث به يمثل وحدة البتجه القطبية فى الستو ب وذ وحدةالمتجه پاتج...ا»‎ 
المحور 5 يلزمنا وحد ةمتجهة ثالثة فيل بحيث تكون المتجهات الشسسسازت‎ 
۰ )۱۰ ع 3 چ لاش !ليد الیش كما هو موضح فى الشكل ( ۲ب‎ 
2 رهذا يتطلب مرة انیس‎ ٠ يكن ايجاد تجهات السرعة والتعجيل كالسابق بالتفاضل‎ 


تفاضل الوحدات المتجهه ۰ ماستخدام طريقة مماثلة لتلك التى استخد مت فى حالة الستوو 





نجد ان ضُُ 7 هه م a‏ هه 
ل لضان كم 
4 





الشکل ( ۲ س 
الوحد ات المتجہه للاحداثيات 


153 


رلما كانت الوحدة المتجبة 12 لا تغير اتجاهها » فشتقتها بالنسبة للزمن تساوى 





عفرا ومن هذه الحقاثق » يكن ایجاد متجهات السرعة والتعجيل بسهولة 





7 
الممادلات التاليسة 

(Yu. ۲ (‏ ( غ + وة هه ينغ | 

ê = (î - 4 2 +(2R Û +R م3(‎ + E (YA ¥ ) 

هذه تعطى قيم ۲ و ۾ بدلالة مرکباتها فى الثلاثى الداثر مد 3 


طرقة اخری لایجاد شتقاتالوحدات هی بتفاضل المعاد لات التالية التى تمثل الملاقات 
بين وحدات الثلاثئى الثایت 11 والثلائی الدا؛ 5 

cos © + j ain ©‏ 1 = يد 

+ ومه 3 + تك صذهة 1 - = هل 


۰ 
k= k‏ 
وقد ترکت الخطواأت کتمرین 


الاحداثيات الكروية Spherical Coordinates‏ 
عند استخدا, الاحدائيات الكروية ‏ وه و © لوصف مرضع جسيم يكتب متجه الموضع 
كحاصل لغرب السافة القطبية ‏ رانسوحدة الیتجهه القطبية ية كياهى 

الحال فى الاحداثيات القطبية المستوية ۰ اذن 


e‏ کس 
( ۲ ~۳۰( 21 =7 


اعت ۵ © هه 
فاتجا ه بل يعينالان بالزامتین © و © لندخل وحدتين متجهتين اخريين 


4 دج 15 كنا هوين في الشکل ( ۲ - ۱۱) ٠‏ فالتجباك الا لاف 


هه 5 


و يد تكون تلاش اليد الیسری كما هوين فى الكل ) 





الشكل ( ؟  ١١‏ ) الوحدات المتجبه للاحدائيات الگزودسیسة 


di 
ج‎ n 
dz, ك2‎ +4 ۳ 
dt dt 








ENS 


مکلتنا التالية م كيفية تمثيل المشتقة 3ة بدلالة الوحدات المتجبه فى 
الثلاش الداشر ء 


ی ا س م سے اه باص حي مہ مم ٠‏ مہ و ت مم مہ س م ج کہ تھ ب م ہر ر ی وھ ی ج س م سی سک ر سس سسس یی سیه س سند سے می 


(۱) ان اختيار ثلاش اليد الیسری للاحداثيات الكروية الى حد ما ملاثم بحيث سيكون 
ا 0 ای م3 فى کل من الاحداثيات الاسطوانية 
رالكروية ٠‏ ريعين ثلاش اأيد اليمنى فى الاحداثيات الكروية بسهولة ويكون ذ لبك 
بعک ںترتیب متجہات الزوایا ای ا 


3 وط بذ 


وی 


-- 


بالرجوع الى الشكل نری ان العلاقات التالیةتصح بين الثلائي و دم یذ والللاهی 
دول 1 


)۲ ۰۳۲ 
cos 6 - E sin ۵‏ 
اذ ن من المعاد لات 0 55 ) یمکثنا أن لد يسهولة 


2 ا‎ 2 
i, = 1 sin 9 cos ¢ + j sin © صذة‎ + k cos و‎ 


(۰ ۰ ۳۳ ف وهه ‏ + ه صذه 3 - دېل 


۵ 


ال تمثل الوحدات التبجة رثن الدافر پد لالة اللا الثایت عزوو اند .-د 


نه انان ل ال ی با الع یم ات ای ین 











din N ۰‏ 
(ه sin‏ و =i (@ cos 6 cos - Pein‏ 
dt‏ 
+fsin © cos) - 1۵ sin ۵‏ ه cos ۵ sin‏ 306 + 
a‏ باستخد ام علاتات الو 2 عد ات المتجہه ولط 0 1 ف المحاداة ( ۳ ) 
IC RE‏ 
( / « و >< ۰ 1 
ê kو ١‏ + 9 صله رن 7 = 
dt‏ 
وان يجاد اا مين TES‏ او لويد ۳ 7 والنتا نج تكو 
E‏ 5 1 رژه 
sin © - © k cos ۵‏ رد 7 = = -مشاسس 
0 8 0 
41 
ی 5 وله 
cos ©‏ 03 + .1 8 سه 


اش 
قد ترکت الخطوات کمرین للطالب ۰ تعود الان الى سالة ایچاه چ ٠‏ اذا موند. ١‏ 
العلاقة الجبرية للمشتقة 39 من المعادلة ( ۲ ۳) فى المعاد لت 2 
٠ ) "١ ۲ (‏ فالنتيجة النهائية تكون O‏ 


(۰ ۳۷۰ ) 9و + 9 gin‏ #عول + ہے ع ۷ 
ما اس کیت 


والتى تحطی متجه السرعة بدلالة مركباته فى الثلاش ال دائير وعلملب3 





> 


ولايجاد التعجيل تفاضل العلاقة المذكورة اعلاء بالنسبة للزون فتحصل على .- 
83 ۰ 8 0 : م 43 5 وو < 37 5-1-5 
ل و مده م + (9 صله 1029 ول + = د a‏ 
dt 01 dt‏ 05 
mm ۰ dk‏ 
چوس فم + kg ae!‏ + 
عند استخدام العلاقات السابقة مشتفات الوحد ات الشج هة تجد بسهولة ان العلاقس.: 


السابقة للتعجيل تصبح كالاتى 








5 


rê),‏ 8 وږو 2 (F = r‏ عو 
اك (rj sin 9 + 2r sin 6 + 2r) cos‏ + 


۰۰ 50 ۳ تم‎ 
+ (rê + 2ê - 2 sûn 8 8 86( وا‎ )۳۸ ۰۲ ( 


«A‏ » هه 


والتى تعطى متجسنه التعجيل بدلالة مركباته فى الثلاثى 22 وكاويلية 


ef 


4 


تما رین 


یوب و تفت تا 





١ -. ۲‏ اامعادلات التالية تمثل متجه مضع جسيم متحرك ۰ جد السرعة » الانطلای ه 


والتعجيل كد وال للزين فى كل حالة وارسم كذ لك متحنى لسار الحركة ٩‏ 
42 ل - (a) T = Îot‏ 


(b) FT = وود‎ + A sin wt 

(co) F = 34 sin wt + 38 cos wt 

باس (aJ) F = ot + jb cogwt + 25 sin‏ 
۲ -. ۲ تمثل العلاقة التالية حركة جسيم 8 
sin wt‏ 2 + نم T= Û oos‏ 
جد الزاوية بين متجه التحجیل وتجه السرعة فى الزمن س 4/ 77 = نا 


3 = 3۲ gin wt + jb cos wt 
TF = 15 oos اس‎ - 3b sin wt 


آل ال دار السرعة السبية 4 یمدل التغییر الزش للمسافة بسن 
الجسيبين ٠‏ الجميحكداوال للزین 8 . 

۲ ل ؟ تخیر دجيل جسيم مم الزمن وثفا للمعاد لة دوز + 3852 + At‏ ده 
اذا كانت السرعة تساوی ‏ و۲ «الموضح 30 فى الزمن 0 = 8 ,جد متجه الموضح 
كدالة للزين ٠‏ 

١‏ ۵ يتحرك جسیم بانطلاق ثابت ولكنه يغير اتجاهه باستمرار ٠‏ اثبت ان متجه التعجيل 


يكون داثما عمود يا على متجه السرعة ۰ حل التمرين بالطريقتين التالیتین - 


14 
1 پاستخدام علاقات المركبات المماسة والعمودِة للمرة والتعجیل ۰ 


بل اآیت‌ان 0 = ۳۰۵ اذا اعطیت ۲ و 2 بالاحداثيات!لديكارتهية. 


5 1 أثبت ان مقدار المركبة المماسة للتعجيل هی 


4 


5 
a = 3 





والمركبة العمودية كه - a = (a‏ 


۲ ۲ أستخدم النتيجة السايقة لايجاد المركبات العمود ية والمماسة للتعجيل كسد وال 
للزمن فى التيرين ( ۲ - ۱ ) * 

A 1‏ يتحرك جسيم على دائرة نصف قطرها ثابت م ٠نانا‏ كان انطلاق الجسسيم 
يتغير مح الزمن رنقا للمعاد لة 4=« فاية قيمة اوقیم للزسن ا يصنحعفيهعا 
متجه التعجيل زاوية ٠١‏ مع متجه السرعسة ۰ 


٩ ۲‏ اذا علمت ان الاحدأثيات القطبية لجسيم هى 
# دن = و توح (a) r‏ 


(b) داعم‎ 4 coswt © ع‎ owt 


جد متجهات السرعة والتعجيل كد وال للزمن ٠‏ كذ لك جد الانطلانی ريقدار التعجي سل 
فی الزمن 0= ۰ 


1ت یتحرك اجس علی مسار لوی اد 1 کانت احداثياته الاسطرانية شر تع 


الزمن وفقا للعلاقات التالية 


2 2 


*0 = هم Bt‏ = 4 وك - ۲ 


حيث 4 و25 ثوایت ٠‏ جد متجهات السرعة والتعجيل كد وال للزمن ۳ 


eo 


جد كذ لك الزا وية بين منجپی السرعة والتعجيل فى الزين t=‏ 
١١ ۲‏ اذ! اعطیت حركة جسيم بالا حداثيات الكروية کالاتی _ 
(* س ومه ‡ + 1) كك = و r=b © =uwt‏ 
جد الانطلان وقدار التعجيل کد وال للزمن 8 ٠‏ وا هو شكل المسار الذ ی تمتلسه 


المعاد لات السابقة ٠‏ 
dA‏ فق ح 
؟ ل ۱۲ بر ۰ 1 مكح A. waman FY A‏ 
برهن على ن a+ at‏ 


. )5 ملاحظة جد مفتقة العلاقة 42 = 2.۸ باللسبة للزمن‎ ١ 


A = 242 1 + 3j - 2k اذا کان‎ ۲ 

2 .م . حد 

B= 1 coswt + j sin wt + tk و‎ 
جد‎ 


(3× 4 شك , (4.8) قف 
dt‏ 01 
کد اال للزسسن * . 
“a (* (vxa) =r. )۲ x ۵(‏ 
حیث = , a=‏ ,024 = 8 
۲- ۱۵ تتد حرج عجلة على سطح الارضبتعجيل اماس ثابت ع8 جد التعجیل فى 
ية نقطة على حافة العجلة با لنسبة الى 


آ- مركز العجلة ٠‏ و ( ب ) الارض ٠‏ اية نقطة على حافة العجلة لحااکهرتعجیسل 
بالنسبة للارض ٠‏ 

۱۱۰-۲ اثبت‌ان . فده /جله , فی ۵/ه بتعاضل المعادلات(؟-1؟) 

۲ ۱۷ اکمل اشتقانى المعادلات ( ۲ - ۳۵ ) و ( ۲ ۳۱ )+ 

۲ - ۱۸ املاه الخطوات اللازمة لایجاد. التعجیل فى الاحداثيات الكروية ٠‏ معادلة 
) ۲ — ۳۸ ( 5 

9ل تجا سف نها ۰ب ی فار و ت التو الال عدوا شوه 
بسرعة زاوية ثا بتة . .ده 6 والمحور يد ور بد.وره پسرعة زا ية ثابتة نه حول مور 
عمودی بطريقة یبقی معها بحر الحم لحجلة في 4 مستوى افق ورکز الخجصطععلة 
ساكيا + استخدم الاحد اثیات الکروة لایجاد التعجیل لاية نقطة على حافة 
اتنغلة وصوزة:خاصة التعجيل في اطی نقطة من العجلة ٠‏ 


۲ - ۲۰ افرضات الوحدة المتجبه المما ...ة ١‏ يمكن تمثيلها بالق التالية 


سل سه ۰ 
له a‏ وت و۷۲ ول و7 


جد علاقة للوحد : المتجهه العمود ية ‏ 22 


كما فى تمرين ( ۲ 1 ) ٠‏ 


0۷ 


الفصسل القالث 
دايناميك الجسسيم ۰ الحرکة على خط مستفیم 


Dynamics of a Particle-Rectilinear Motion 





ان الدايناميك - كما بيا في اللقدمة - هواحد فرع الميكانيك الذى يستخدم 
قرا نين الفيزياء التي تتحكم بالحركة الفعلية للاجسام المادية» واحسد اغسراض 
الدايناميك الاساسية التنبسو؟ بكل الطرق الممكنبة التي تتحرك فيها منظوسة 
مادية ٠‏ و نوع الحركة التي ستحدث في ظروف معينسة ۰ ان دراستنا للدايناميك 
في هذا الموضم سوف تعتسد على قوانين الحركة كما صاغپا نییتن لاول مسرة ٠‏ 
وسندرس في فصل متأخر طرقا اخری متقدسةاکثر لتوضیسح قوانسین الحركة 
و لك باستخدام معادلات اگرانج و هملتن ٠‏ 

و هي ليست على کل حال نظریات مختلفسة و انماییکن اشتقاقها من قوانین نیوتن 
١  '"‏ ) قوانین نيكن للحركة Newton's Laws of Motion‏ 

مما لا شك فيه ان القارى؛ ملم حاليا بقوانین نين للحركة المألرفة و هي كالاتي : 
١‏ كل جسم يسستمر في حالة السكون او الحركة المنتخامة في خط مستقيم ما لم 

ترفصه قوة على تغيير تلك الحالة ۰ 
١‏ يتناسب تغيير الحركة مح‌القوة السلطة و تحدث‌باتجاه تأثیر القوة ٠‏ 
؟ هناك لكلفعل دائيا رد فعل مساو لهفي القدار ومعاكس في الاتجاه 

أوالافعال المتبادلة لجسمين تكون دائما متساوية و تعاكسة پالاتجاه ٠٠‏ 
دعنما الان نختبر هذه القمانين وی ري 57 
۲-۳ ) قانون نين الاول ٠‏ المحاور المرجميسة کے 


Newton's First Law. Inertial Reference 0 


یصف القانون الاول خاصة عامة تشترك فيها جمیسم المواد ٠‏ ای الاستمرارية 


۵۸ 


او القصور الذاتي ‏ 1202015 وينص القانون على ان الجسم المتحرك يسسير 
على خط مستقيم بانطلاق ثابت ما لم يمنمه تأثير ما يسس بالقوة يحول 
دون استمراره على ذلك ٠‏ سواء تحرك الجسیم على خط مستقيم بانطلاق شابت 
ام لا فأن ذلك لا يعتمد فقطعلى التأثيرات الخارجية ( القوى ) وانما یمتمسد 
كذ لك على محاور مرجميسة خاصة تستخدم لوصف الحركة ٠‏ في الیقسة 
أن قانون نییتن الاول ما هوالا تعريف لنسوع معسين من محاور مرجعية تسسمى 
پالمحاور المرجعية المستيمرةاو النيكونية ‏ وتو Nertonian or‏ 
N 20‏ وبحاي ر کهذ» يصح نیما تانون نيوتن الاول ٠‏ 


هنا يكون طبيعيا ان یظهر السسوال التالي : 
كيف يمكن معرفة ما اذا كانت محاور معينة تكون محاورا نييتونية اولا ۴ ان الجسواب 
على سوال كهذا ليس بسيطا ٠‏ فلاجل تخليص الجسم من تأثير جميعالقوى 
فان من الضرورى عزله تماما ٠‏ و هذا غير ممكن بحلبيعة الحال لحتمية وجود علسو, 
الاقل بعض قوى الجاذبية التي تواثر على الجسم ما لم يبعد الى مسانة لانهائية 
من جميح المواد الاخرى ٠‏ 

اما في الاغواض العملية التي لا تحتاج الى دقة متناهية و هي كثيرة » فأن 
المحاور المثبتة على الارض تكون اقرب الى المحاور النيرتونية لذلك - وعلمى 
سبيل المثال ‏ تبد و كرة البليارد وكأنها تسیر بخط مستتقیم وبانطلاق ثسابت 
دلالما لا تصندم بكرة اخرى او تضرب الحافة و لکن اذا قيست حركة الكرة بدقة 
متناهية فسوف كتشف أن مسارها قوس قلیلا ٠‏ وهذا ينشأ بسبب دوران 
الارضءو لذ لك المحاير المثبتة على الارض ليست في الواقع محاور نيوتونئيسة ٠‏ 
والافضل منها هي التي تستخدم مركز الارض ومركز الشمس و كوكب بعيسد کتقساط 
مرجعية ٠‏ و لکن حتى هذه المحاور ليست نيتونية تماما يسبب حركسة الارض 
حول الشمس ٠‏ أن التقریب الافضل هو على سبيل المثال - اعتبار مركز الشمس 


ه١‎ 


و نجمتين بعيد تين كنقاط مرجميسة ٠‏ وقد اتفنی بصورة عاسة أن تكون المح اور 
النيوتونية الاخيرة في مفهمم الميكانيك النيوتوني هي التي تعتمد طی معدل 
خلفية جميع الماد ة الموجود 2 في الکسون ٠‏ 
۳-۳) الكتلة و القوة ٠‏ قانوني نیوتن الثاني و الثالث 
Mass and Force. Newton's Second and Third Laws‏ 

من الحقائق المالوفة لد ينا جمیما اننا ضند رفع حجر كير لا نعاني صعوسسة 
کصموة تحريكه ( اوايقافه ) بينما لا نجد صعهة بهذا المستوى في‌التمامل 
مع قطمة خشبية صغيرة فنقول ان القصور الذاتي للحجر اكير من الخشسب 
والقيا سالكمي للقصور الذ اتی يسى بالكتلة ۰ لنفرض أن عندنا جسمين 8,4 
فثیف نحسب مقیاس القصور الذ اتي لاحد هما بالنسبة الى الاخر ؟ هناك تجارپ 
عد يد 2 يمكن استنباطپا للاجاية على هذا السوال شپا محاولة جمل الجسییین 
يور احد هما على الاخر كريطهما بلولب حلزوني مثلا » عندثذ نجد من التجارپ 
الدقيقة ان تعجيلي الجسیین یکینان دائيا متماکسین بالاتجاه والنسسبة 
بينهما ثابتة ( على فرض ان التعجیل معطي في المحاور النيوتونية و اخذ بنظر 
الاعتبار التأثیر المتبادل للجسمین ۸ و 8 فقط ) ویمکنا التعبیر عن هذه 
الحقيقة المهمة جدا والاساسيةبالمعادلة التالية ۶ 





ی وہ daw,‏ 2 


التابت 4حريشل في الحقيقسة معیار القصور الذاتي النسبي للجسم 3 بالنسبة 
الى ۸ ا (۱-۲) ينتج أن ۸-17 راف ن قد لتمبرعن 34 ير 
بالنسية سي حرورر چیث استعمل جسم ما کمعیار لوحد ة القصور 

الذاتي ٠‏ الان النسبة 2 رت / ون يجب ان تكون مستقلة هن اختيار 

اليحدة ٠‏ هذه الحالة ستکون نفسها اذا كان لاىجسم ثالث ى 

0 

0 بر 





هدر = 


1۰ 


و هذه لعلا وجسد ت صحيحة. لسسمي الكميسة س بالكتلة ٠‏ 
وبعبارة ادق يجب ان نسمي = کتلسة القصور الذاتي لان تحریفهسسا 
اتسد طى خراص القصور الذاتي ٠‏ في الممارسة الفعلية تعین عاد ة تسپ 
الکتل یالسوزن ٠‏ فالوزن او قسوة جذب الارض تتناسب مع ما قد يسص بالكتلة 
یر ۰ على أية حال ٠‏ ان جميسع التجارپ المعروفة لحد الان ب 
تشسير الى أن كلا من كتلسة القصور الذ اتي و الكتلة التثائلية تتناسب کل ضپما 
بدقسة مع‌الاخری ٠‏ اذ ن لا نحتاج لاغراضنا ان نفرق بين هذين اللوین 


من الككلتة ۰ 
يمكن الان كتابة الحقيقة الاساسسية التي عبرت ضپا المعادلة۱-۳۱ ) 
على الشكل التالي + س 
avy avs‏ 
(۲-۲) تیچ و - = چ رد 


" تغيير الحرکة " لقانون نیوتن الثاني هو ونتا لهذا القانون فان هذا التخسییر 

يتناسب م‌القوة ٠‏ وبحبارة اخری یمکنا كتابة القانون الثاني طی‌النحوالتالي 

F = n سل‎ (TF) 
حيث 73 تشل القوة ه و 12 ثابت التناسب اعتياديا نضع 1-1 وکب(۱)‎ 

(5؛) بتكن T=‏ 

»( ان وحد ة القوة في نظام دات والتي عرفت في المعاد لة ( 4 ) تسمى بالیوتن 
لذ لك قوة نيوتن واحد تعجل جسم كتلته ١‏ كفم بقار ١‏ متر/ثانية ٠و‏ وحد ة 
القوة في نظام ههه (اغم* ١‏ سم/ ثا ) هي الداين ٠‏ 


T4 


المعاد لة المذكورة املاه تكافى* 
e )۵-۲(‏ > 


dt 

اذا كانت الكتلة ثابتة ٠‏ و سنری في المستقبل ان النظرية النسبية تنكهسن 
بان كتلة الجسم المتحرك غير ثابتة و انما تكون دالة لانطلاقه ٠‏ هذلك تکسون 
المعادلتان ( ٤-۳‏ ) و (۵-۳) غير متكافئتمن تماما وعلى اية حال ه فان الانطلاقات 
هند ما تكون صغيرة قياسا الى انطلاق الضو؛ ( ۳ × ۰ متو / ثا ) یکون تخیسسیر 
الكتلة ميملا ۰ 

و وفقا للمعادلة ( 65 ) ییکنسا الان تفسيز الحقيقة الاساسية الستي 
بينتها المعادلة ( ۲-۳) کتعبیر من حالة الجييين الذین يور أحد هما سى 
الاخر بقوتين متساويتين في المقسد ار و متعاكسستين في الاتجساه ۰ ای 


ج سس 


F = - 7‏ 
وهذا هو شسون قانون نیزئن الثالث ۰ القوى تأثير متباد ل و تحدث بمقاد ير 
متساوية بين ای‌جسیین پوثر كل شهما على حركة الاخر ٠٠‏ 
فائدة واحد ة كبيرة لمفهمم القوة هي تمکنا من حصر انتیاهنا على جسم 
ضفرد ٠‏ و الاهمية الفيزيائية لفكرة القوة هي اكانية ايجاد دالةبسيطة نسسبيا 
للاحد ائيات في ظروف معينسة بصورة اعتيادية و التي تسمى بدالة القوة ه وضدما 
توضع هذه الدالة مساوية لحاصل ضرب الكتلة في التعجيل انيا تصف حركة 
الجسم بصورة صحيحة ٠‏ 
۳ 4 ) الزخم الخطي Linear Momentum‏ 
ان حاصل ضرب الكتلمة ني السرعة يس بالزخم الخطي ه و يشل پالرمز و . 


ادن (۲سا) my‏ = 
فالني‌الرياضي لتانون نیوتن ه المعادلة ( 4۵٩-۳‏ عندثذ يمكن کتایتپسا 
على النحو التالي : 

۳۹ 32 


F = جح‎ 6۷۲ ۳( 


1 


بمبارة اخر ی ٠‏ القوة تساوی التغيير الزمني للزخم الخطي ٠‏ 
و يمكن التعبير بصورة انضل عن القانون الثالث ه تانین الفعل ورد الفصل» 
بد لالة الزخم الخطي ٠‏ آذن لجسمين ۸و 8 بينهما تاثير متبادل نحصل على 


او at at‏ 
اا 
وتا لذلك 


ليت =+ 


اذ ن يتضمن القانون الثالث بقاء الزخم الخطي الكلي لجسمین بينهما تأنيرمتباد ل 
ثابتا في جميع الاحسوال 
أن ثبوت مجسيع الزخم الخطي لجسيين بينهما تأثير متباد ل هو حالة خاصة 
لقانون. مام سنشرحه بالتفصيل فيما بعد .ه ای ان الزخم الخطي الكلي لاى 
مجمومة معزولة ینی ثابتا بمرور الزسن ٠‏ و یسمی هذا النص الاساسي بيقانون 
حفظ الزخم الخطي وهو احسد القوانين الاساسية في الفيزيا".٠‏ وقد فرضت 
صحته حتفي الحالات التي يفشل فيها تطبيق توانین نيوتن نفسها ٠‏ 
©) حركة الجسسيم 46 8 Motion of‏ 
ان معاد لةحركة الجسيم الاساستية تعطي بالعلاقة الرياضينة لقانسون 
نيوتن الثاني ه ای المعادلة ( 31 6)و عندما يكون الجسيم تحت تأثير اكثسر 
من قوة واحد.2 ه فيمكن اعتبار جسع هذه القوى بطريقة جبر المتجهات من 
الحقائق التجريبية ٠٠اى‏ 


۳۳ 
۰ شاع و2‎ Rg i ( AF) 


۳ 


الممثلة بالاحداثيات الد يكارتيه و المعاد لة المف كورة اعلاه تکافی؛ المحاه لا ت 
الم دية التالية 


× = ری = ,ظ 
ی PD E‏ 
Fa‏ و ل 
تستخد م غالبا محاور اخری غير المحاور الد یکارتیه ا صوف يكبا 
فیما یسد.اذا كان تعجيل جسيم ما معروفا فان معاد لة الحركة ( المعادليبة 
۸-۳) تعطي القوة التي توثثر طی الجسيم ۰ و لكن المسائل الاضیاد ية لد يناميك 
جسيم هي تلك التي تكون فيها القوی دوال معينة معروفة للاحداثيات بضضپا 
الزمن ه والمهم هو ايجاد موضع الجسيم كدالة للزسن ان هذا يتطلب حل 
مجموعة من المعاد لات التفاضلية ٠‏ و في يم ضاللسائل يظهر من الس تحيل 
ايجاد حلسول للمعاد لات التفاضلية للحركة بد لالة الدوال التحليلية المعروفة ٠‏ 
وني هذه الحالة يجب استممال بعض طرق التقريب ٠‏ وفي تطبيقات صلية 
كثيرة كحركة القذ فیات 5811188108 و الترابع و فیرها تكون المعاد لاسالتفاضلبة 
من التمقیسد بحیث يصبسح من الضروری الاستمانة بالتکامل العسددی» وغالیا 
يحسسب :بواسطة الحاسیات الالكترونية عالية السرمة للتنیو؛ بالحركة ۰ 
۳سا ) الحركة على خط مستقيم Reotilinaar Motion‏ 
اذا بقي جسيم متحرك على خط مستقيم ه سميت الحركة يالحركة على خط 
مستقيم وني هذه الحالة نحتاج الى مركبة واحدة لقط من المعادلة ( 5 )٩‏ 
مثل مركيسة - × ه لائنا يمكننا أن نخثار المحور ‏ × كخط للحركة دون أن نخسر 
التعييم ٠‏ هندئذ تسبسح الحروف التي تكتب في اسفل الرموز لا ضرورة لبأ 
و تكتب المعاد لة العامة للحركة طى النحو التالى أ 


F(x, ( = mx 


1 


و لنعتبرالان بعض الحالات الخاصة التي يمكن فيها تكامل المعاد لسسة 
بالطرق الا وله 


Gong tant Force القوةثابتة‎ 


ان ابسط الحالات هي التي تكون فیپا القرة ثابتة ٠‏ وفي هذءالحالة 
يكون التعجيل ثابتا ٠٠‏ 


constant = ©‏ = سل 


ويمكن ایجاد حل هذه المعاد لة بسبولة بالتکامل المبافسر 


۳ 3 
AY a dût 
9 


TO 


Vw تاج‎ + Vy * 5 (۱1-۳ ( 


(at +‏ = ی 


xo (1۳)‏ + ر + a^‏ و = x‏ 
حيث م۲ تمثل السرعة الاپتدائية Xo‏ الموضع الا بتد ائي ۰ وبتعويض الزسن 
4 بين المعادلة ( ۱۱-۳) و (۱۲-۲) تحصل على 


2a (xX ¬ xo) = 2پ‎ ¬ 75 )۱۲-۲( 


سنذكر الطالبيان المعادلات المذ کورة اعلاه هي معادلات الحرکة المالوفة 
ذات التعجيل المنتظم ٠‏ 

هناك تطبيقات اساسية عديدة فشلافي حالة سقوط الجسم الحر 
بالقرب من سطح الكرة الارضية اهمال مقاوسةالهوا» يكو نالتعجيل 
تابتا تقرييسا ٠‏ وتمثل تعجيل الجسم الحر السقوط پالریز م (تيشه 
المدديةالقاسة 5 9.8 = (g‏ 


1۵ 


و ونقا لسف لك تكون قسوة جاذبية الارض متجهة تحوالاسفل (القستل) 
وتساوی عند وقوة الجاذبية تواجدء دائسا بصرف النظر عن حركة الجسسم 
و هي مستقلة عن اية فسوی اخسری والتي قد تواثر على الجسم * وسنسسسمیها 
من الان فصاعدا #للاء 


تال 


افرض ان جسيماً ينزلسق اسفل سطح املس يميل بزاهة © عن الافق 
كما هو بين في الشكل ( 1١-١‏ ) وقد اخترنا الاتجاء الموجب لمحسور تب × 
نحواسفل السطح » كما هومبين ٠‏ و لذ لك تكون مركبة قوة الجاف بية باتجاه × 
تساوی © ذه عد ولما كانت هذه الكمية ثابتة لذ لك تستخدم المعادلات 
( ۱۱-۳) و (۱۲-۲) و (۱۳-۲) لهذهالحركة حيث 





(a) (b) 


الشکل (۱-۳ ) جسم ينزلق اسفل سطح مائل (1) سطح املس 
(بی) سط خشن 
لونرضنا سطحاً خشن بدلا من السطح الاملس 4 اى ان السطح يؤثر بقسوة 
احتكاكية على الجسيم » عندثذ تكون محصلسة القوی بالاتجاء ‏ × مساوة 


11 


الى + - © ندع هد ولكن من المعروف ان قدار القسوة الا حتكاكية 
یتناسب مع مقدار القسوة العموديسة 1 للتماس الانزلاقي ای f AN‏ 
حيث بت التناسب لريسس یممامل الاحتكاك الانزلاقي ۰ في همفا الشسال 
القوة الصمودية × تساوی © ۰08 هلاكيا هو راضح من الشکل های 
cos ©‏ هت ناد £ 
و هکذا تکون محصلسة القوة باتجاه × مساوة الى 
© همه عه ۸4 - © sin‏ هلط 
مرة اخرى القوة ثابتسة ولذلك یصح استخدام المعادلات ( ۱۱-۲ ۴(١‏ ۱۲ ) 
و (۲س۱۲) حیث 
(۲-) ۱ (© همهو مر - 6 صذواع د سل ماع 
و سیزداد انط الق الجسیم اذا كان القدار الجپری داخل الاقراس موجبا ای اذا 
كانت رهه <۵ وتمثل الزامسة بات" عادةبالرمز م » وتسی بزاوسة 
الاحتكاك ٠‏ اذا كانت 6 = © عندثذ 0سهع أى ان الجسيم ينزلق اسسفل 
السط بانطلاق ثابت ٠‏ اما اذا كانت > فعندئذ تكون ۾ سالبة وب لك 
يصل الجسيم اخيرا الى حال ةالسكون ٠‏ وعلینا ملاحظة ان اتجاه قوةالاتكاك 
ينعكس ه عند ما تكون الحرکسة الى اعلى السطح البائل ةا ىبالاتجاهالسسيجب 
لمحور - × والتعجيل ( بالحقيقة تباطوی) عنشدف یکون 
(© دوه بر + © صله)ع = عه 
7 ) القوة كدالة للميضع نقط» فپوسا الطاقة ألحركية و الکامنسة 
The Force 88 a Function of Position Only.‏ 
The Concepts of Kinetio and Potential Energy‏ 
في أمثلة عديد ة يعتمد تأثیر القوة على جسم على موضعسه قط بالنسبة 
الى اجسام اخری ۵ فمثلا تنطبق هذه الحالة على قوی الچف م الارضي والالكتروستاتيك 
و تنطبق كذ لك على قوى الكبس اوالشد المرن »و المعاد لة التفاضلية للحركة على 


1¥ 


خط مستقيم لهذه الحالة هي : 
(۱۵-۲) تس = F(x)‏ 
اعتياد يا یکن حل هذا النوع من المعاد لات التفاضلية بواحدة من طسوق 
كثيرة ٠‏ و من الطرق المفيدة والمهمة لحلها هي كتابة التعجيل على النحو التالي : 


۱۱-۲۰) + - کل چ که دا 


و هکذا يمكن کابسة المعاد لسة التفاضليبة للحركة كالاتي : 


F(x) = mv FE - ج تید و‎ (1۷-۳ ) 

حيثالكمية ۳7 تسى بالطاقة الحركية للجسم ويككتنا الان وضع 

المعادلة ( ۱۷-۳) بصيغةالتكامل اى : 

K(x) dx = / a (۱4-۳)‏ ل 
الان يمثل التكامل 2 (7)2 [ الشغل السلط على الجسم من تنأشسير 

القوة ( ×) 7# ولنعرف دالةمثل ( *) ۲ على التحوالتالي : 


F(x) )۱۹-۲(‏ ب - 
والدالة (*) ۲ تسمى بالطاقة الكامنة ٠‏ وعرفت فقط ضمن ثابت ( اعتباطي ) 
ضاف وبذ لك يكور تکامل الشغل بدلالة (×) ۲ على النحوانتالي : 

0 F(x)ax = ¬ بډ‎ dx = - T(x) + cons tant 
و من المعاه له ( ۱۸-۲) یمکن كتابسة‎ 


1+ ۲ = # mv? + (¥) = constant = 8 )۲۰ ۴ ( 


1۸ 


وتسمى 8 بالطاقة الكلية ٠‏ بعبارة اخری اذا كانت القوة الموثرة دالة 
للموضح فقط للحركة على خط مستقيم » فان مجح الطاقة الحركية و الکامشضة يبقسى 
ثابتا خلال الحركة ٠‏ وتسمی القوة في هذه الحالة محافظة 9) ٠ 00180٨720176‏ 
اما القوى غير المحافظة اى التي لا تتواجد لها دالةكامنةفتكون اعتياديا مسن 
نوع التبديد » مثل الاحتكاك ٠‏ 

يمكن ايجاد حركة الجسم من حل معاد لة الطاقة [ المعاد لة  )۲۰-۳(‏ 
للانطلاق + 


v= = + 2 [8 - v) (| )۲۱-۲( 


و التي يمكن كتابتها بصيغة التکامل على النحو التالي : 


۱ + > 5 )۲۲-۲( 

و هذه تملي :+ كدالة للموضم × (*-<] قل 

من المعادلة (۲۱-۲) نوی ان الانطلاق یکون حقيقا نقط لقیم × عندسا 
تکون ( × ) ۳ اقل من الطاقةالكلية 8 اومساية سا ۰۰ فيزيائيا » وهنا 
يعني أن الجسيم محصور في المنطقة او المناطق التي يستفي فيم ا 
الشرط ۲)2(>8 ۰ اضف‌الی ذلك یصبح الانطلاق صفرا عندما تکون ۷)×(=8 
و هذا يعني ان الجسم يجبان یقف و یعکس حركه في تلك النقاط التي تسح 
فيها المساباة ٠‏ وتسمى هذه النقاط بنقاط الرجسوع Turning points‏ 
للحركة ٠‏ وقد وضحت الحقائق المبينسة اعلا في الشكل ( ۲-۲ ) 





© سیف تبحث القوى المحافظة في الفصل القادم بالتفصيل ٠‏ 





الشکل ۲-۲ ٠‏ خط بياني دالة الطاقة اكامشة (<)7 یبین 
المبتطقة المسمى بها للحركة و نقاط الرجوع لقيمة معلومة للطاقة 
الكلية 8 


شال 
ان حركة الجسم الحر السقوط للحالة التي تكون فيها القوة تابتة * 


المشروحة اعلاه هي حالة خاصة للحركة المحافظة 00۵627217۵۳" اذ ااخترتا 
اتجاه 1 موجباأ الى الاعلی 6 فان قوة الجذ ب الارضی تکون 1716 ۰ و دالة الطاقسة 


الكامنة تسایی‌اذن ۰ + nex‏ = 7 . هنا 0 ثایت اعتباطي يمكن 
ضعه ساوا للصفر للملائسة ۰ عندفف تصبم الطاة.2 الكلية ساوية الى 


هد + mx‏ $ = 8 
افرض, على سبیل المثال ان جسما قد قذف الى الاعلی بانطلاق ابتدائي و۷ 
وعند اختیار ه = × كنقطة ابتدائية للقذ ف نحصل على 


E = 2 mv = $ mk + عمد‎ 


لمعادلة الطاقة ٠‏ و في هذه الحالة تکون نقطة الرجوع عبارة عن اعظم ارتفساع 
يصله الجسم والتي یمکن ايجادها بوضع ه = <> إذن 
۱ 2 
و۳83 = و۲۲ 2 

2 

2 

١ 0‏ 
h = ax 7 “Ig 1‏ 
و الحرکبة » بدلالة تكامل معادلة الطاقة تکون على النحو التالي : 


x 
/ (vî - (مود‎ ۶ ax = + 


0 
+ - ید - 5 شا فل 

على الطالب ان يتحقّق من ان هذه العلاقة تصب نفس العلاقة بين × وت المبينة 

في المعادلة ( ۱۲-۲) عند وضع و سساها الى م- 

ل6) القوة كدالة للسرعة فقطر ر 7 701002 The Force as a Function of‏ 
يحد ث في اکثر الاحيان ان تكون القوة الموئثرة على جسم ما دالسة لسسرشه 

يصح هذا مثلا في حالة هايسة المواشم التي تؤاثر على جسم يتحرك في ماع 

في السرعالواطئة لوحظ ان مقاوية الماح تتناسب تقرييا مح‌السرعة ‏ ينما 

في السرع العاليسة يقترب تناس بها اکثر من ميحج + ٠فان‏ لم يكن هناك قسوى 

موكثرة اخسرى فان من الميكن کتابسة المعاد لسة التفاضلية للحركة على | لكيفية لتالية 


F(7) =m $F ۲۳-۳( 


وبتکاملپا مرة واحدة تحصل على + كدالة للسرعة + 


e ڪڪ‎ 
7۲ 


فى 


اذا فرضشا ان بامكائنا حل المعادلة السابقة للسرعة + ای 


v= T(t) 
8 فان تكاملا ثانيا يعطي الموضع × كدالة للزمن‎ 
x= ۲ v(t) dt = x(t) (oF) 


الطريقةالاخرى هي بتمیض تي + بدلا من ج في المعادلة 
(۲۳-۰۲) لتحصل على 


F(Y) = mv. E (1) 


وباجراء التكامل تحصل على × بدلالسة + . 
(YY)‏ (+)2 = یچ[ X=‏ 
وعند حل هذه المعاد لسة للسرعة + كدالةللموضح * تحصل على 


= v(x×( 
وعند تكامل الاخسيرة نحصل على ك‎ 
38 اند شب ا‎ (YA ( 


في الحقيقة يجب ان یکون للمعادلات ( ۲۵-۲ ) و (۲س۲۸) نفس العلاقفة 
بين × و 6 ۰ 
مال 
أفؤض أن قالبا قد قذ ف بسرعة ابتدائية مت على سطح مستواملس هوکان 
متأثرا بمقاومة الهواء التي تتناسب مع * » أىان ‏ «7ه- -(7)۲حیث »يشل 
ابت التناسب ( المحور ‏ * باتجاه الحركة ) ٠‏ المعاد لة التفا ضظلهيسة 


۷۲ 


للحرکة هي : 
س = ov‏ 5 
والتي تحطي عند تکاملپا ۳ 
سل ہا 3 - ہے لفط - = 4 
م( © 05 Vo‏ 


یمکننا حلها بسهولة للسرعة و كدالة للزمن, + و یکون ذ لك بضرب المتساوية 
بااكمية £ - واخذ الاس 600۳06۳ ) لطرفیپا فا لنتيجة تکون 
-ct/n‏ 


۴ ۶ ۵ 


ای ان السرعة تتناقص اسيا مع الزمن ٠‏ وعند تکاملپا للمرة الثانية نحصل على ؛ 





0 
nv‏ 
م - 1( 2 = 4ق وب 1 2 


0 
نرى 6 من المعاه لة المذ کورة اعلاه ٠‏ ان القالب لا یتصدی ابدا مسافة نبا/ئية 
مقدارها ع ۷ 
ويمكن كذ لك كتابة المعادلة التفاضلية على النحوالتالي : 
dv‏ 


=CV = 7 02 


كما في المعاد لة ( ۲۱-۳) وبحذف العامل المشترك 7 من طرفي المتساويةء 
وکاملپا تحصل على ۲ 1 
09 ا 1۳ 


0 Vo 


3 


۷۳ 





x 
0 1 جد عملت مي چ‎ ( CIOL 
نگ بن‎ (o/m)x 0 7o 
وعند حل هذه المعادلة للمضح × ( بضريها بالكمية 0/۳- واخذ الاس ) ء‎ 
٠ تحصل على نف سالعلاقةبين × و © التي حصلنا عليها سابقا‎ 
۰ القوة كدالة للزمن فقط‎ )٩-۳ 
The Force as a Function of Time Only: 
: انا اعتمدت القوة بصورة صريحسة على الزمن © فيمكن تكامل معاد لة الحركة‎ 


( ۳ے ۲۹( dv‏ 
F(t) =m ۳۳‏ 
مباشرة ۰ و ذ لك 
( ۲۰۰۰۳ ) ()+ - هه لتاق | ۔ عه 
2 0 


معطية + كدالة للزمن  ٠‏ وبتكاملها المرة الثائية نحصل على × كدال-_ لة 
للزسن + ای 


x 507 a [| شید‎ at [ at (1F) 


و يجب ملاحظة الحالة التي تكون فیپا القوة معلوسة كدالة للزمن 5 فقط » فیکسون 
حل معاد لة الحركةعلى شنکل تكامل ثنائي بسيط ٠‏ اما في الحالات الاخرى جمیعها 
فيجب استممال الطوق المتنصة لحل المعادلات التفاضليسة من الد رجة الثانية 
لايجاد الموضح > کدالة للزمن با ٠‏ 


۷۶ 


مال 





قالب کا ن ابتدائيا في حالة السکون على سسطح انقي أملين + فد تسین 
الزمن 0 »تا ٠‏ سسلطت علیسه قوة افقيسة زايد 2 تزایدا ثابتا سای نله  *‏ , 


من المعادلة01.. 'ية للحركة 


m EE‏ = تاه 
فا 
ل ملعت = یاو 1 ب = YF‏ 
mM‏ 
0 
با 
و 3 Ls‏ 
Ct‏ = دم كه اعد 
2m 6m‏ 
0 


حيث ان موضم القالب الابتدائي كان في قطة‌الاصل ر 0دx‏ ) 
۱۰۲) الحركة الماقولية في وط سا وم سس مسرعة النتپي 
Vertical Motion in a Resisting Medium Terminal ۲‏ 
يتعرض الجسم الساقط شساقوليا في J|‏ له اوفى ای مائع أشر الى e o‏ 
للزوحسق» an‏ و ده ۵ قله 18 ) ناذا كانت لا ري تتناسسب مع السسسوقة 7 
مرفرمة للقوة الاولي ( الحالة الخطي.ة ) هف ب م 2 بیس قوة لتا رة بالقمية 07- 
بصرف النظر عن اشارة 18 6 اف ب 3 ای معاكسية لأتجاه الصركة 8 
و ثاپت‌التناسب ۵ یه على مسجم و شل 1 وه وهای ی لزمجة الما لسسع .0 
لتاخف اليحير - × موجبسا الى الاعلی ٠‏ عندتذ كرن اد ای لحر 


برك رين 5 سر 
oV = Mm 5 ( )‏ كاده 


۷۵ 


ولما کانت القوة دالسة لاسسرعة ¥ لذ لك تحصل على 





ماه روك 287 0 - تقه | - ۽ 

۵ + 118 8 7 سجع زا 5 )220 

mg ma ~ct/m ۲۲۱ a ¥) 
ها( + ست ) + ا‎ 


یپبط الحد الاسسي الى قدار سمل بعد مرور فترة زمنيسة كافية (& <<) 
و بذ لك تقترب السرعة من الغاية هيعس . وتسمى سرعة الغاية للچسسم 
الساقط ب سرعة المنتبي 76100617 1صذنته‌ناموهي تلك السرعة التي تكون 
فيا قوة المقاوسة مساوية تماما و معاکسة لثقل الجسم بحيثتكون القرة الكليسة 
على الجسم تساوى صفرا ٠‏ ویسمی بقدار سرعة المنشبي بانطسلاق المنتهي 
0 562131131 . نمثلا » انطلاق المنشبي لقطرة المطر الساقَطة پنحصر 
بين ۱م/ ثا و 'م/ ثا وذلك يعتسد على حجمها ٠‏ 
المعادلة (5؟؟) تعبرعن 7 كدالةللزمن, ‏ 6و بتكاملها للمسرة 
الثانية تحصل على × كدالة للزمن ٠4‏ 


5 3 
۱ 2 
) ۲) ۶/۳ وسو) رد + )+ + قل - سنه(ه)» ۲ سود 
C‏ 0 


لنمثل انطلاق المنتبي شت بالرمز 7 ولتكتب ل (الذىقد نسميه بالزسن 
النوعيه رد7 Characteristic‏ للكمية ۵ فحند ثذ يمكن كتابة المعاد لسسة 
( 6۳۳.۳ على الشکل التالي الاکثر أهمية 


۷ رت‎ + (vı + ۷ و‎ (a 5 


۷۹ 


وتصبح المعاه لسة ( ۲۲ ) 


8 A 
× = × و - 1)× + ای‎ ) ) 1۳ ) 
2 mv 2 
۾ = لل + فد‎ FEN حيث‎ 
0 0 


لذ لك اذا اسقط جسم منالسكون ‏ (0 = ن۲) فمن المعادلة(5-ه6 
نسستنتج بانسه سوف يبلىخ انطلاقا مقداره د ضریا في انطلاق 
المنتهي في الزمن 1 و إ7( -1) في زسن 7 2+ وهلم جرا ٠‏ وید 
زمن [10یصیسح الانطلاق تقريبا ساوا SS‏ ای پ¥ 0.99995 

اذا كانت مقاوسة اللزوجة تتناسب مع 2+ (حالةالدرجة‌الثانية ) 
فالمعادلة التفاضلية للحركة بعد ان نتذكر باننا اخذ تا الاتجاه الموجب السى 
الاعلى تكون : 

2 


dv 
ابل ول‎ 0۷ = mM TE ( YF) 


وتشيرالاشارة الالبة لحد القاومة الى ان اتجاه الحركة الى الاعلى 
( + موجبسة )كما تشير الاعسارة الموجبة الى ان اتجا اداو الى الامسفل 
( + سالبة ) والاشارتان ضروريتان لاية قرةمقاومة تحتوی على ۲ مرفومة الى عد د 
زوجي ۰ وكما في‌العالة السابقة يمكن تكامل المعاد لة التفاضليةللحركة لتعطى + 
كد الة للسرعة ٠۷‏ 


۴ 1“ 7 11 
0 + هه 7 ع سپ تفش ] ده 
Ov + 9 ۱‏ ~= جح[ 
: 1 3 7 1س ۹۸ 
( للسقوط ) ا r‏ سا 2 د تف | ن 
-ng + cv 0‏ 


رش 





يك 
( يشل الزمن النهي ) ج ‏ 3 
و 
( يمثل انطلاق المنتبي ) مه 0 
Ce‏ 
اس وه 
(YA ۳۲ (‏ ( للمعوه ) سکس وا ۲ ع ۷ 
1 سید 
( ۳۹-۳ ) (للسقط ) شی و جد دن 


اذا اطلق الجسم من السسكون في الزمن 0 »+ عندلذ یکون 020 ون 
تعريف الظل الهذ لولي نحصل على 9 





بت 37 م2 7y‏ 
الشکل ( ۳-۳) الخطوط البيانية لتغييو الائطلاق مع زمن جسم ساقط 


تحت تأثير مقا ومة الهواء الخطية و من الد رجة الثانية ٠٠‏ 


۷/۸ 


e (‏ رو و 


1 
) الس = س طصھا عد = ۲ 
لپ + رم J‏ 


مرة ثانية نوی بان انطلاق المنشهي يوصل اليه عملیا بعد مرور یضسةء ازسان 
تويسة فمثلا عندما يكون 50 = 8 يكون الانطلاق ي” 0.99991 الشكل 
( ۲س۳) يبين تغيير الانطلاق مع زمن السقرط لقا نوني المقاومة الخطية ومسسسن 
الدرجةالثانية ٠‏ 

من المفيد ملاحظة ان الزمن ل يسساوى ع7 في الحالتين الخطية ومن 
الدرجة الثانية ٠‏ فمشلا اذا كان انطلاق المنشهي لمظلي يساوى ١را‏ متر في 
الثانية فالزمن النيعي يساوى ١را‏ مترفي الثانية 4ر1 متر في ( الثانية) آویساوی 
لل ثانية ٠‏ 

ويمكن تكامل العلاقات ( ۳۸-۲) و (۳۱-۳) لتعطي علاقات ميحبة 
للميضع × كدالةللزمن 8+ ٠‏ 
11( تغيير الجاذبية مع الارتفاع 

Variation of Gravity with. Height 

لا تکون قوة جذ ب‌الارض‌فوق سطحها ثابشة بل متغيرة فقا لقانسسون 
التربیسع العکسي للمسافة ( قانون نیوتن للجاذيية ) ۰۳ اذن قسوة جذب الارض 
عان جع که وهي 


( ۱-۲ ) لاف + - م 


r 





(۳) سند رس قانون نين للجاذ بية بصورة مفصلة في الفصل السادس ٠‏ 


۷۹ 
حيث © يشل ثابت‌الجاذيية و لا کتلة الارض و × المسافة بون مرسسز 
الكرة الارضرسة والجسم ۰ اذا اهملنا خاوسة اتعراء تكبون النعسادلات التفاضلية 
للحركة على النحو التالي 


وعند تجابة الك + = بد نستطیع‌ان نكاسل كما يلي 


چك | ا - = خەخ ل« 


(YF)‏ اد الا - تجو 
والتي فيا 8 هوتبتالتكامل ٠‏ وهذهبالضبط معاد لة الطاقة ٠‏ 
مجموع الطاقة الحركية ( الحد الاول ) والطاقة الكامنة (#ي -) يبقى ثابتا 
اثناء حركة الجسم الساقط ٠‏ 
لنطبق المعاد لة المذكيرة أعلا » على حالة قذ يفسة رميت الى الاعلى من سسطح 
الارض بانطلاق ابتدائي قداره ”7 فالثابت 8 اذ ن یکون 


د - سا - Juv;‏ 


حيث پ٣‏ يمثل نصف قطر الكرة الارضية» والانطلاق على ای ارتفام # عند ئذ 
يكون 


1 1 2 
(tT)‏ ( چک - چیج) 20۸ + ر = كم 





و التعجیل الارضي على السطح اذ ن يكون 


۸ ۰ 


لذ لك يمكن کتابة علافسة الانطلاق على النحوالتالي 





2 
گم < 2و‎ + 26 ) Sr) 
+x ۴ 
86 
2 -1 
= رب + 1) 2 ¬ م۲‎ (tt F) 


و تختصر المعاد لة اعلاه الى المعاه لة الماليفة لمجال الجاذبية المنتظم ٠‏ 


2 2 
v= Vy > 28* 


اذا كانت × صغيرة جدا بالقارنة مهم 2 بحيث يمكن اهمال الحد ج بالنسبة 
e‏ 
الى الواحسد 
و حل المعادلة للموضم ‏ ۰ فالنتيجة تکسون 
2 
(tof (‏ و ۲۶ ۷,2 
- ) سگ = اه 

Xuax 3 F ۴ ( ER) 


مرة اخری نحصل على العلاقة الاعتيادية 
8 
0 


2 ۲ 

اذا امكن اهمال الحد الثاني 8 

اخیرا طنطبق العلاقة الدقيقة ( 655 ) لايجاد فيمةى” ألتي تعطي ظ قيمة 

لا نبائيبة ٠أهذ‏ ه تسسمن بانطلاق الافلات هموجه وبردههه وين الواضح یمکن 
ايجاد قيشبا برضم الكمية داخل الاقواس مساوية للصفر ‏ النتيجة هي : 


هذه تعطي ي2۳ ) = ۾ 





h = 


لقیمة انطلاق الافلات العددية من سطح الارض 


km/ sec.‏ 1 د م۷ 











لم 
ان معدل سرعة جزيئة الهواء (ر0,رآ1) في جو الكرة الارضية يساوى 
حوالي ٥‏ ره کم /نا ٩‏ الذى يصغر انطلاق الافلات بكثير ولذ لك تحتفظ 
الارض بجوها عکسذ لك » القمر ٠‏ ااخالي من الجو لان انطلاف الافسلات 
على سسطحه اصغر منه على سطح الارض يسبب صضر کتلسه» و لهسذا 
السیب اختفی اخیرا الاوكسجين والنتروجین من على مسطحه * و سح ذ لك 
فان جو الارض هوبد وره ایضا لا يحتوى على كمية ذاتاهمية تذكر مسن 
الپید روجین بالرغم من کثرتسه في الكون ككل ٠‏ لقد ترك الهيد روجسین جو 
الارض منف زمن بعيسد لان الانطسلاق الجزيئي منالكبر (بسبب صغفسر 
كتلة جزيشة الهي د روجين ) بحيث أن هناك عد دا كبيرا من جزیشسسسات 
الهي د روجین انطلاقها في اية لحظة یفوق انطلاق افلات‌الارض ٠‏ 
(١5‏ ) القوة المعيدة الخطيسة ‏ الحركة التوافقية 

Dinear Restoring Force. Harmonic Motion 
واحدة من اهم حالات الحركة على خط مستقيم من الناحية العملية وا لنظرية‎ 
Linear Restoring Foro هي تلك الحركة التي تحد ثپا قوة مغيدة خطية‎ 
هذه القوة یتناسب قدارها معازاحة الجسم من موضع الاستقرار و اتجاهپا‎ 
قووةکپذه پسسببها وتر مرن او نابض‎ ٠ یکون داشا مضادا لاتجاه الازاحة‎ 
یخضعان لقانون هوك‎ 


k(X ~a) = - kx (1۳ (‏ - = ال 


(؟ ) فقا للنظرية الحركية رهه ط1 5126816 أن معدل انطلاق جزيئة الخساز 
يساوى سرد ) حيث 12 يمثل ثابت‌بولتزمان و یسساوی 
۳۸ر پر سا ارك لكل درجة ه و 1 درجة الحرارة المطلقفة و "® 


AF 











١ 3‏ لوا الک و وه طول التایض عندها یکون ور اط القل 
رم 1ه وثل انير دس ازاحة النايض من موی ا3 مستقوار 
ورن 5 ا E ges‏ 35 أمروقة 88 1م 
دنوشن أن سوه مه ند رويط با لادی تما هومین أي الأ مكل 
3 





د 


پا ۳۹۷ 
كه الا ستلرار 


x 
طم‎ 


(ب) ۱ 
شتا 


الشكل, ( ۳ا ) تمثيل التذبذ ب الترائقي الخطي بواسسسطة 
جسم كثلته 5 وتایضی (1) الحركة الالقية (ب ) الحرکسة 
الشقلاتولية 





J 8 51‏ وة ی الجسم تعطي من المعادلة ( ۲ مب 21 ( 9 
کی م أ تما یی د كه سمه “ذل فاق ,5 حا مووي ۳ ا لکل 


ا 


* ساب ؟ فالقوة أكلية أ التي تور على الجسسور الان هي 5 





هه + (E ~ a)‏ وله = . 
والان لنقيس : في الحالة الاخسسيرة 
اله عي ورسم ؟1 الأمسققرار آلجدیه ه آي هدع xxX-a-mg/K‏ 
اي جج =¥ مود كأئيسة و هكث! المماد لة التفاضلية للحركة 








۸۳ 


في ای من الحالتین تكون 


أو 


EK = MX 


mx + kt = 0 U عل‎ ( 


تصادفنا المعاد لة التفاضليسة للحركة لذ كورة اعلاه في مسائل فين ئيس س 
متنوصة و كثيرة * في المثال الخاص الذ ی نستخدمه هنا ٠‏ التأيشان بده 1 
يمثلان كتلة الجسم ومرونة النايض علىالتشاني والازاخحة × هي سسانفة ٠‏ 
سنوى فيما بعد أن نفس هذه المعادلة ستستعمل في حالة البند ول - 
الازاحة تكون زايسة و الثوایت هي التعجيل الارضي و صول البندول ٠‏ كدساان 
هذ ء المعادلة تطبق في بعض الد واثر الكبربائية الخاصة » و لكن الثوابت تمثل' 
بیوترات ( ١٣٥ا‏ هنتوعنة2) الداثرة » والكمية × تمثل القيار التريائي او الفراتمه 

يكن حل المعاه له ( ۸۴١‏ ) بطرق عديدة ٠‏ و هناك سنف مت ت 
المعادلات التفاضلية يعرف با لمعادلات التفاضليسة الخصية ذات وی 
الثابتة  ٠‏ عدد كبير من المعادلات التفاضلية في الفيزياء أن لم تتن :رة 
هي معادلات تفاضليسة خطية من السرتبةالثائية ۰ وا اده 
لحل المعادلة ( 81 ) والتي ستکون فیها الدالة م شي تجرية الى .لى 
و هو”ابتطاينا ایجاه قداره ٠‏ فانا كان = موفماد السیین ه 
عندئد يجب ان نحصل لجميعقهم ت على 


0 = 9 ۸ + ر ۳ م) و m~‏ 
تال 


e 


وعنك اختصار العوامل المفستركة دحصل على المسادلة العا 0© 








اسم ی مه ورب 





| 


0 معاد لة الرتبة ا لنونية العامة لهذا النوع هي( )داس 0+ 0 0 كك o‏ 
at‏ 


a 08‏ 
وتسمی هذه ا لہا دل عتجانسبة homogereouds‏ اف وی 0 - لا 
ف 


00 دشن ه !یا E:‏ نی ب ۳۹ ا ا ا 


A 


اقات 


i 
1 
4 


۹ 
q= + 1 = + سے‎ 


حيث 1- 1 1 7 =m‏ به 

ولما كانت حلول المعاه لة التفاضلية الخطية جسم (ای هاذا كان و ور 
حلين » عند ئل مجموعهما 2+۶ يكون حلا ايضا ) اذ ن الحل العام 
للمعاه لسة ( ۲۸ ) هو 


ين ~~ 0 
(6F)‏ که مړ + ٥‏ هړ = × 


ولا کان نا صذه 1 + ب ووويثاةه ٠‏ فالاشكال الاخری للحلول هسي 


) ۲ °( ردد 6008 ظ + تاس صذه ۾ = × 


4 ارلت) دهه‎ + 6( (o) 
رتحسب قیم ثوابت التكامل في الحلول المذكورةترا من ال2سریط الابتداثية وبالتعسيض‎ 

الباشسر يمكن التحقق من أن جميع التعابير الجبرية الثلائة هي حل ول 
للمعادلة ( ۸۳ ) ٠‏ 
الحركة هي تذبذب منحني الجيب للازاحسة × ٠‏ ولهذا السببتسمى غلبا 
المعادلة ( ۸-۲ ) بالمعادلة التفاضليسة للمتذبذ ب التوافقي او المتذ بسف ب 
الخطي ۰ 
یسم المعامل 7 دن بالتردد الزاوئوهدهدحوهة«<* عدم تتع دوا لقيمة العظاسی 
لازاحة × بسعةالتذبذب » و هوالثابت 4 في المعاد لة (۳--۵۱) 6 آو 
8 2م + a2‏ ) في المعاه لة ( ۵۰-۲) وزمن الذبذبة "r104"‏ و 
هوالزمن اللازم لسد ورة كاملة » كما هو مبین في الشكل ( ۵-۲ ) های أن 
زمن الذبذ بسة هوالزمن الذى بزداه فيه +س بمقدار 7 2 ۰ای 


27 ) ۰۳-۲ ( 
ا‎ ar (8 


و یعرف الترد د الخطي ی للمتذبذ ب بعدد الد ورات في وحد 2 الزمسن 


اذن ۵گ 27 عرنه 

E‏ یش عرش 
و 2 o To 2F‏ 
تستممل كلمة " التردد " عادة للترد د الزاوى اوالخطي ويككن التمسپیز 
بينهما من سياق اكلام x‏ 


۱ 


اجه 1 سس 








الشكل ( ۰-۳ ) العلاقة بين الازاحة والزمسن 
لبد ي | اا جسن 
تال 


تمطط نابش خفیف پمقدار ط عندما یعلق به قالب‌کلته  ٠‏ ف اذا 
سحب القالب الى الاسفل مسافة فر من موضع استقراره و ترك في 
الزمن 0= حسد محصلة الحركة للزمن + ۰ 


اولا - لایجاد مرونسة النابش » نلاحظ من شرط التوازن السكوني ان 


ای 


F = ال‎ = mg 


عظ ا ے ع 
0 


۸1 


و نجمتين بعيد تين كنقاط مرجعية ٠‏ وقد اتفق بصورة عامة ان تكون البح اور 
النيوتونية الاخيرة في مفهوم البيكانيك النيوتوني هي التي تعتمد على معدل 
خلفية جميع الماد ة الموجود ة في الكون ٠‏ 
") الكتلة والقوة ٠‏ قانوني نيوتن الثاني و الثالث 
Mass and Force. Newton's Second and Fhird Laws‏ ` 

من الحقائق المالونة لد ينا جمیما اننا غند رفع حجر كبير لا نعاني صعمهمة 
کسموة تحریکه( اوايقافه ) بينما لا نجد صعهة بهذا المستوى في التعامل 
مع قطمسة خشبية صغيرة فنقول ان القصور الذاتي للحجر اكبر من الخشخب 
و القياسالكمي للقصور الذ اتي يسم بالكتلة ۰ لنفرض ان عندنا جسمين 3,۸ 
فكيف نحسب مفيا س القصور الذ اتي لاحد هما بالنسبة الى الاخر ؟ هناك تجارب 
عد يد ة يمكن استباطها للاجابة‌طی هذا السوءال شها محاولة جمل الجسیبین 
یوثر احد هما على الاخر کربطپما بلولب حلزوني مثلا » عندئف نجد من التجارب 
الد قيقة ان تعجيلي الجسسيمين يكونان دائما متعاكسين بالاتجاه والنمسسبة 
بینپما ثابتة ( على فرض أن التعجيل معطي في المحاور النيوتونية واخذ بنظر 
الاعتبار التأثير المتبادل للجسيين ۸ و 2 فقط ) ویمکنا التعبير عن ذه 
الحقيقة المپمة جدا والاسناسيةبالمعاد لة التاليسة : 


مك e‏ 
و1۷ AV,‏ 
(۳ ¥( ۸ + ہچ = شی 





الثابت 4 يشل في الحقيقة معيار القصور الذ اتي النسبي للجسم 5 بالنسبة 
الى 4 من ‌المعادلة )١۳(‏ ينتج أن 3۸1/43 راف ن قد نعبرعن 84 ير 
بالنسپة و“ “روزر حيث استعمل جسم ما كمعيار لوحد ة القصور 

الذاتي »الان النسبة بت / .ند يجب ان تکون مستقلة هن اختيسار 

البحدة ۰ هذه الحالة ستكون نفسها اذا كان لاىجسم ثالث ى 

0 

40 لر 








۸ 


AY 


dx ۱1 “1 > 
= : = ( 7 + 0 
۱ ])22/۳( - (mz 1 


و 0 هو ثابت‌التکامل ٠‏ غد حل المعادلة المتكاملة للموضع × كدالة 
للزسن ت نجد بان النتيجة التي سوف نحصل عليها هي نفس العلاقة 
التي حصلنا عليها في البنسد السابق ه سوی اننا الان تحصل على قيمة 
واضحة للسعة ۸ ٠‏ ويمكنا ایضا ايجاد السعة ماشرء من معاد لسة 
الطاقة ( 1 ۵۵) وذ لك بملاهظة ان قيمة × يجب أن تقسسعبسسسين 
7 | و :/25!, - لكي تكون + حقيقية ٠‏ لقد وضحت هذه النتيجة 
في الشكل ( 1-15 ) الذدىيبسين دالةالطاقةالكاشة ونقاط رجوع 
الحركة لقیم مختلفة من الطاقةالكليية 3 . 
V(x)‏ 





الشکل (1-5) مخطط دالة الطاقة الکامنة لمتذيذب توافقي ۰ وقد 
وضحت نقاط الرجوع التي تمرف السسعة لقیمتین من الطاقة الكلية٠‏ 


AA 
*-0  نوسکی نلاحظ من معاد لة الطاقة ان القيمة المظمى ل + تحد ثعند ما‎ 
و بذ لك نحصل على‎ Vmax والتي سنسهيها‎ 


گ3 ب 8 
B = 37۳ = ÊKA‏ 
او 
لم لس A=‏ ۳۹ بت 
( كلاه ) & | * nax‏ 
١١-۳ (‏ ) الحركة التوافقية المتضائلسة Damped Harmonic Motion‏ 


التحليل السابق للمتذيذب التوافقي كان مثاليا الى حسد ما لائنا اخفقنسا 
في اخسذ قوی الاحتكاك بنظر الاعتبار ۰ و هذه تتواجد دائما ؛بمقدار ما * 
في الاجهزة الميكانيكيسة ۰ كما في الد وائر:الكبربائية التي تحتوی دائما طسی 
كمية معينة من المقاومة ٠‏ وعلى سپیل المثال ٠‏ لنعتبر حركسة جسم 
معلق بنايض مرونتسه 1 . وسسنفرض وجرد قوة معيقة لزجه تتغير خطيما 
مع الانطلاف ( كما في البند ؟ ۸ ) *اى ٠‏ كالتي تسسبيبها مقاومة الهوا* 
وقد وضحت هذه القوى : 





| 


الشكل ( ۷-۳ ) المتذيذب التوافقي المتضائل 
اذا كانت × تشل الازاحة مضع الاسستقرار + فان القسوة المميسسدة 
التي يور بها النايض هي جز-و القوة المسيقة هي ه- حیت * يشل ثابت 
التناسب ٠‏ اذ ن تصبح المعادلة التفاضلية للحرصسة F = mx‏ 


ام 


على النحو التالي : 


mk = جم‎ = mX أو‎ 


NX + cX + kx = 6 (PA ۳( 


مرة اخری كالسابق سنسستممل الدالةالاسية ۸۹ کحل تجريسبي 
_ 026 تاو qt d‏ 1 
(Ae! “)+ k(Ae ®") = 0‏ شك )”* (Ae‏ 
M ۳92 © + © E 6‏ 
لجميع تيم :+ ٠‏ وهذه سستكون الحالة اذا اسستوفت ي المعادلةالبساطدة 


التاليسة 1 2 
0 = ع( + cq‏ + 101 


“ريه - گ۵) + و 


۱ ۱ 


2m 
في الحالات‌التي تکون فیپا عرب <2ى (فوق التضاوال هصذوسمة «مبم)‎ 
© و مسو » 2م ( حالة التضاوال الحرجة جصذوسده ندهذهذم) تکون‎ 
حقيقيسة و سالية  لذ لك تکون الحركة غير ذبذبية و تهبط الازاحة × اسسا‎ 
- الى السار بع الزين 4 كبا هو مین في الشسکل ( آد۸) * لنسسي ۷= و ے۷‎ 
ليمي و‎ 


{4۹  ۲( 








ال و e‏ 


الشكل (۸-۲) 
بخططا الملاقة بين الازاحة و الزمن للحالتين نوق التضاوءل 


و التضاوال الحرح لمتذيذب توانقي 


۰ 1 
المينة بالمعاد لة ( ۵۱-۳) لحالة سوق التضاوال ٠‏ عدثذ يمكن تتابة 
الحسل العام على النحو التالي : 
( ۱۰.۳ ) ۷ همه ۹ "ويه ع x‏ 


في حالة التضا وال الحرج تکون جذ ور المعادلة متساوية و الحل العام یکون كما يلي : 


_ Vt (UF) 
x =e (4 + (تاره‎ 


حيث ۰/27 ۷ و یمکن تحقیق الحل المذ كور اعاله یالتعویض الما شغ سر » 
اذا كان ثابت المقاوسة ه صغيرا بحیث یکون تسب > م نحصل على الحالسة 
الثالشة ( حالة دون التضاوءل قصذمسه 112060 ) . وفي هذه الحالسة 
تكون ي خيالية ۰ وجذرا المعادلة المساعدة يكونان عد دين مركبمن متوافقین 
وتعطي الحركة بالحل المام التالي : 


(V+ 10+ (v~. Dt 
۱ 
x = پ "1 هرد‎ Ae 1 ۳ے(‎ ( 
حيث‎ 
2 2 
نا‎ 2 FE ¢ ال‎ 4 )1۳-۳ ( 
1 2 گرب‎ 0 
م‎ = cos Uu + 1 sin u عد استممال العلاقة‎ 


نرى ان الحل يمكن کتابتسه على النحو التالي : 


1 8 ۲ 
x =e کیره‎ + A_o” 1 


او [ تار ده (A, + A_)cos‏ + تاو ده هذه (_هذ - بهذ) [ 0 = 


(۰ ) ربا ده 8 x = e (a sin wt + b‏ 
حيث ( - ,ش1 = ۾ و ۸ + رش = ط 

يمكننا كذ لك كتابة الحل على النحو التالي 
( 1_۳( (© + اص ) ومه 5 مھ = × 


1١ 


® 


حيث 2 ب (a‏ - ۸ و )2 + tan‏ 5 9 


“Yt 

تتضائل اسيا مع الزمن ٠‏ اضف الى ذ لك اننا نلاحظ ان الترد د الزاوی للتذیذب ,س 
هواقل من المتذيذب الحر هه و پسسصی الترد د نت پالترد د الطبيمي ۰ 
“٥‏ نحصل على العلاقة المقية التالية : 

2 
E (T1۳ (‏ ,۳۳ س عم رص 

له 2 0 1 

و التي تنتسج من فك الطرف‌الایمن للمعادلة ( "29 ) با ستخدام نظر تة 

ات الحد ین واستتيقاء الحدین الاولین فقط ۰۰ 
) ۳ے {le‏ أن المنحنیین ۲ ود = × و ۲ x= -Ae”‏ یکینان غلافال” 
لمنحني الحركة ء لان عامل الجيب تمام يأخذ القيمبين + او ا١ء‏ یضنپسا 
بغترة زضيسة مقدارها نصف مدة الذبذية هاو 727/07 ه ولكن هذه اللقاط 
هي ليست تماما القیم العظمیو الصغری للازاحة × ٠‏ وقد ترك للطالب ايجساد 


% 







Ae”‏ سا 2 سم 





RL بش‎ 


x وه‎ 


الشکل ( 5 1 ) فحني العاقة بين الازاحة و الزمن 
لمتذبذب توافقي في حالة التضاوال 


1۲ 

تيم + التي تأخسف فیپا الازاحة تيمها المظسو الصغرى ۰ 

Energy Consideration اعتبارات الطاتسة‎ 

الطاقة الكلية لمتذيذب توافقي متضائل شاوی فسسي أيسسسسة 
لعقظضة مجمیع الطاقة الحركية - “خط 16 والطاقسةالكإشسس.ة 
طم ۲ ای 

تمسر + کح ع زا 

وقد رأينسا ان هذا المجميع ثابت للمتذيذب غير المتضائل ٠‏ 

لنفاضل المعادلة المذكورة اعلاه بالنسسبة للزمن © لايجاد معد ل التغ سير 


Ê u uk + بط‎ = (nk + ke) x 


و لکن من الماد لة التفاضلي.ة للحركة ه ای المعادلة ( س 08 ) و ألستو, شس 


يحميل على UX + KX = Cx‏ 
(۳ ۰ 1۷) .ا شك 


و هذ ه د اثبا سسالبة و تشل معد ل تېد له الطاتسة الی‌حرارة با لاحنکا ك ۰ 
افليس یه 


ست علق جسیم کتلتسه 1 پنایض مرونشسه ع e‏ و کان التضاؤل 5 5 06 ی 2 
ايجد الترد د الطبيس ٠‏ 
من الممادلة ( ٣س‏ 1۳) 
2 
0 


15 ۳ 15 ے وک ے شيب ده 
0 2 ع2 ]رده 57 
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٠ في الیثال اليد كير اعلاه اوجسد النسسية بين سسمتي ذبذيتهن متماتبتين‎ ١ 


۹۳ 


من النظرية السابقة ٠‏ تکون النسبة کالاتي : 


- /T 
Ae 1 T1 
کی‎ 6 
1 = خیش أن 7 ے لہ‎ 
f 
1 اا‎ 
اد ن في مالسا عد | که - عا ےد‎ 
مم 5 ته‎ 15 
د‎ 16 ۱ 


أذ ن النسسبة بمن ذبذبتین متعاتبتين هي : 


۴۳ ب ١8‏ ) الحركة التوانقيسة الاضطرارية ‏ الرنین 
Forced Harmonic Hotion. Resonance‏ 

سنك رسفي هذ | البند حركة المتذبذب التوافقي المتضائل آلمد فسوع بقسسسوة 
خارجية توافقية ٠اى‏ قوة تتغیر بدالة جيييسة 8121801048117 معالزمن ٠‏ 
افرض ان لهذ ه القوة المسلطة يبه ترددا زاويا دب وسسعةمعينة و مذلك 
يىكن تثیلسا ۱ 

(6 + ا *) ۵058 ود = برو 

و من الافضل اسستخدام الصيغسة الاسية 


(6 + با ده )1 ۳ 
وی ex‏ 


1€ 


بد لا من الجيبية (۷),„ عند گذ تكون القوة الكلية مساوية لمجموع القوى الشلاث 
التالية القوة المعيدة للمرونة له ه توة التضاوءل للزوجة - ه 
القوة الخارجية هم . لذ لك تصیسح المعادلة التفاضلية 

×۳ = ے۴ + وی - -kx‏ 


او 
Fe (2 * + ( )۱۸ ۰-۳ (‏ = یم nı + ox + kx‏ 
یتکون حل المعاد لة التفاضلية الخطية المذكيرة اعلاه من مجموع الجزءين 
التالين الاول من حل المعاد له التجانسة 0 = >< + ×ه + جص والسذی 
سبق وان وجدناه في البنسد السابق والثاني أي حل خاص للبعادلة ٠‏ كنا 
رأينا *» ان حل المعاد لة المتجانسة يشل تذیذیایتضائل في اخر الامر الى الصفر 
والذى يسس بالحد الغاير بده ده 1عددحة. أن ما يبنا هوالحل 
الذ ی يعتمد على طبيعة القوة السلطة ٠‏ ولما كانت سسعة هذه القوة ثابتسة 
وتتغير دالتها جيبييا معالزمن » فمن المعقول توقع امكانية ايجاد حل تكون 
فيه الازاحسة × دالة جييپية متغيرة معالزمن ايضا ٠إذنه‏ لشرط حالسة 
الاستقرار » سنجر ب حلا من النوع التالي 


7 
( @ + الیو = × 





(۷ )يمكن كتابة الصيغة الاسية على النحو التالي 
(tt + 0)‏ صذه رد + )0 + واه )ومن 20 * برمظ 
و المعاد لةالتغاضلية الناتجة 2 ن مستوفية اذا تساوت الاجزاء الحقيقية 
و الخيالية لجانيي المعادلة ٠‏ 


6 


اذا كان هذا " الحدس صحيحا فيج بان تصح المعاد لة 
0 4 5 4 ۳ 2 
(5+9 “)ئى ب[(3۳۷+9)مو) ك و + | زه | سکن 
5 ین 
)6 + تاه )دي F‏ „ 
0 


لكل تیم :4. وهذه تختهر بعد اجرا* العطیات الرياضية و اختصار العبامیسل 
المشتركة الى 


و - 0( kA = F98) = 70 [cos‏ + هوه j‏ + وعه mM‏ 
[ 60 - 6) هذه 1 + 
وعد مساءاة الاجزاء الحقيقية والخيالية لطرفي المعاد لة نحصل على : 
cos 7 )161-(‏ رظ = (گه م - A(k‏ 
( ۲۷۲۰۰۲ ) م مذو ر۴ = هه 
حيث فرق الطور او زاوية الطورة - © ملت بالرمز 2 ویقسمة المعادلسة 
الثانية على الاولى واستخدام اللتطابهسة ‏ ۵ مه = ۵ ومع/2 صذه 


تحصل على 

( ۷۲۱-۳ ) تحكة يبن قح 
2م عا 

وبتربیم طرفر, المعادلتين (۲-- ۱٩‏ ) و ( ۳ )۷۰١‏ وجممهما ثم اسستخدام 

المتطايقة 1 - م *وهه + م گصذه نجد ان 


2 
2 فرق Gam A‏ 
وبحلپا لسعة حالةالاستترار التذبذبية 4 نحصل على ش 
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cas sansa nerm (YY —F ۱‏ ب ل 
ده متا 
وود لالة الاختصاراتهابت ۵-1 ,۰/2۵ نستطيع ان نكتب 





( ۷۲۲-۳ شه Û = ٠‏ نیوا 


2 یس دن 
0 


و 8 
( 6۷۲-۲ مصت ی ا 14 
المعاد لة أنمذ كورة اعاذ و التي تمن العلاقة بين السعة ۵ والتردد الدافسس.خ 
المكثرنه 12607116261 Jmpressed driving‏ هي من العلاقات الاساسية الموسة » 
يرينا النحني في الشكل ( ۲ - ۲۰ ) ان 4 لها قيمة عظمي لترد د معلسسوم ياه 


والذئ يسمى بترد ده الرنين 
resonant frequency‏ 








+۱ 


مه 20 1/8 = ۰ )1( 
مهس 1/16 = ه )2( 


الكل ( ۳ ۲۱۰ تفيير ضحني السمة مع آلترد الد افع 
لایجاد ترد د الرنین ه نحسپ 0۸/0۵ من الممادلة ( ٣‏ 74 ) ولضسسسسح 
النتيجة مساوية للصفر ٠‏ و ضد حل الممادلة الناتجة ل له نجسد أن تسسردد 
الرنین يكون : 


4 ( Ye) 


2 2 ۳ 
9 - وه ) = يف له 


في حالة التضاوال الضعيف ه ای ضدما يكون ثايت التضاو'ل 6 صغيرا سسسها ' 
ak‏ | 2 >> أوما یکافی* ذلك اذا كان نداكت> ل دف نري أن تسرد نه 


٩۹ ۷ 

الرنسین ۵۴ یکون تقرییا مساویا لترد د متذيذب حر مستمر دون تضاوال سه 
و احتفظنا بالحد ين الاول و الثاني فقط نحصل على : ۱ 

2 
O OS (Y1 ( 

و ف يهم 
ويجبمتارنية المعاد لتمن 0 ۹ و ( (YIL YF‏ مع المعاد لتین ( (Tw‏ 
و(11-1) اللتین تعطيان تردد التذيذب إدهلمتذيذب حر مستمر پوجسسود 
التضاوال ٠‏ لنفرض ان © تشل الكمية ر/2ه ٠‏ ضدئذ يمكثنا تايسة و 


( ؟لالا ا ( € ۴ - ونه کک رده 
لقيمة الترد د الطبيعي التقرييية كذ لك 
YA YF (‏ ) € “¬ وه یه مر قن 


لقيسة ترد د الرنین التقريبيسة ٩‏ 
سعة حالة الاستقرار في تردد الرنين ٠‏ يمكن الحصول عليه ۵ من المعسادلات 
( ۱۷۲و ( ۲ ۲۵ ) والذى سنسميه برش والنتيجة هي : 
ی توت و 
max ۳‏ 
م د ماه 5ل 26 
ی 5 ةا 8 
و يمتنا اهمال “ب في حالة التضاوال الضعيف و كتابسة 


F F 
ax تح‎ 2 = 5 ۱ )۸۰ ۰-۲ ( 


۳3 
ماك 6 2/1 








اذ ن تصبسح سعة التذيذب التأثرى في شسرط الرنمن كبيرة جد! اذا كان شایت 
التضاوءل ه صغيرا جدا ویالعکس* قد يكون من المرفوب فيه او لا يكون ‏ الحصول 
على سسعة عالية للرنين في الاجهزة الميكانيكية ٠‏ فثلا يستعمل سند اونابسض 
في المحرك الكهربائي لتقليل انتقال الاهتزازات و تختا ر مروضة هذه المساند 


سا 
بحيث تأمن ابتعاد محصلة ترد د الرنين عن تردد المحرك المستمر ۰ 
في اغلب الاحيان + کون حد ة قمة الرنين مهمة ٠‏ لنفرض حالة التضاوءل 
الضعيف رف .خندئذ يكون في, امكاننا اجراء التعويضات التالية في علاقة 
سمعةحالة الاستقرار ٠‏ ای في المعادلة ( 756 ) 
تنگم( - ره )رف 2 =( - الات )(ن + وف ) ۔ گی - ی 
هذا و علاقست, رة یکون باستطاهنا كتابة معادلةالسعة بالصيغة التاليسة : 
( ۸۱-۳ ) بو وش 
۶ + #زنه سر ) | 
عند كف ترينا المعاد لة المذ کورة اعل انه عند سا تكون ۰۴ = | ند -ى ده |او ما یکافی» 


فى لك ه ادا کانت پر + ف ڪھ دكب 
- 0 


A= 


عند لف بر ۸ 3 - A2‏ 
وهذا يعني آن ‏ هي مقیاس لعرضنحنيالرنين ٠‏ لذ لك 2۷ تمثل فرق 
الترده بين النقطتين اللتین تهبط فيهما الطاتة بمقدار نصف طاقة الرنشين ه 
يسيب تناسب الطاقةمع 42 . كما هو واضح ہن الشکل ( ؟ل ۱۰) 

هناك طريقسة اخری لتوضیح حدء قمةالرنين و ذلك بد لالة البرسستر © 
ال ی يسمى یمعامل النومة ۳2۵۴0 002117 للرنین و تعریفه هو 





دس 
(۳ - ۸۲) شب و 4 
2 
او للتضاول الضعیف سی بدي 
لذ لك العرض ۸۵ ني منتصف‌نقطتي الطاقة تقریبا یساوی 
و درا 


(AF—F)‏ چ ے كف _ ناگ 


۹۹ 


و التي تمطي المرض الجزثي لقمة الرنسین ٠‏ 
تستخد م متذبذبات بلورات الکوارتز المد نوعة كبيائيا للسيطرة على محطات 
ارسال المذياع ٠‏ و تقدر © لبلورات الکوارتز في هذه التطبیقات بحوالي ۱۰ ۰۴ 
هذه القيم العاليةل © تضمن بقا* تردد التذبذب تماما في تردد الرنسیین - 
تمطي المعادلة ( ۳ب ۷۳ ) فرق الطور 2 بين القوة الدانمة الس لطة 
و الاستجاية 26820288 وقد رسمت هذه المماد لة في الشکل ( -۱۱) الذی 
ییین 2 کدالة ل ده ٠‏ نری أن فرق الطور یکون صغيرا د ما تکون د صغيرة بحیث 
تکون الاسستجاية متوانفة الطسوو( 00226 د1) مع القوة الدافسة ٠‏ و قسد ازداه ت 
م الى 7۳/2 في تردد الرنین و لذ لك تکون الاسستجابة مخالفة الطور ب ٠١‏ 
للتوة الد انسة ني الرنین ۰ واخیرا تقترب قيمسة 2 من 7 لقیم عاليسةجدا 
من تب هأفن خلاف الطسور بين حركة الظومة و القوة الدافعة یکون مساييا 
الى ۱۸۰ * ۶ 








مش لل 8 (1) 
مف n‏ ۳1/16 )2( 


رن 


) ۱ ( احسب تردد الرنین و عامل النوعية للمتذيذب المتضائل في الثال‎ ١ 


صفحة ( ۱۱ ) دنا 2(۶ 2 - 2ه ) = یه 


2716(۶ 2 - که) ۔ 
ج/ عل - جل ,۰۰ 
لترد د الرنین فى المقيا سالزاوى ٠‏ و یمین عامل النيعية كما يلي ؛ 
0 
0 ذل 
1.8 = 8 هم 2 meman E‏ تسس Q۹‏ 
4 (4/ىه )2 2 
۲ اذا کان التردد المسلط يساوى 2/ رك للمتذيذب المذكور امه 
جد زاوية الطور تر 
من المعادلة ( 5 77) 6 دنا : 5 لتك سس 9 
ادن (2/ى2© ) = مه 
6 ع (وز) ”سه = 9 


۰ 


٠١ .-٣‏ ) الحرکة تحت تأثیر قوة دانعسة توافقيسة غير جيبية 
a Honsinusoidal Driving Force‏ مهس Motion‏ 
من الضروری استخدام طريقة اکثر تعقيدا من التي استخدمت في البنسد 
السابق لاجل تعيين حركة متذبذب توافقي تحت تأثیر قوة دافعة توانقية 
و لکن غير جييية و من آلملائم استخد ام تاعد 2 التد اخل 
وم 0 Principle of‏ ليذه الخال سس ة 
العامة و تنص هذه القاعد 2 ان امکن حل القوة المسلطة (8) ظ 
على متذیذب الى الجمی 
F(t)‏ 2ع F(t)‏ 
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۱۰1 
ميث ان كلا من المساه لات التفاضلية التالية 
Cx, + ky = F(t)‏ + تنل 


تستوفيها الد وال 

X(t)‏ = رد 
عندئف المعادلة التفاضلية 
nk + ox + kx = F(t) ۰2 F(t) (AF )‏ 
تستوفیبا الد السة ۳ 
(A)‏ 8ب _ ۰2 > 


ان صحة النظرية المذكورة اما تتبسع مباشسرة من كون المعادئة 
التفاضلية للحركة خطية ٠‏ 

خصوصا ند ما تكون القوة الدافمة (7)8 توافقية ترد د ها السزاوی ص 
نان من الميكن تحلیلها يبسلسلة فوریر ۰۴۷ و وفقا لهذه النظرية يمكنا 
تئیسل (7۲)۷ كمجمرعة من حدود الجیب و الجیپ تمام 4 اوبطریفة 
اعري يمكن أن تكتب كمجميعة اسسية مركجة »ای 


(۸۱-۳) (۱ .2,۰ رتور هعیاش عم (t= 2__F‏ م 
2 

( ۰۳ ۸۲) هه تا ها توریب 1 لد ع 3 
27۳ 


حيث غايات التکامل هي دك 7 دع ا ناه / 7۳+ t=‏ . 
كما ني البند السایق ه تمطي الحركة الحقيقيسة من مجسوع جزاین » ای 


x(t) = A مق 9 + 8و‎ e (AA ۲ ( 


( انظر في اي کتاپ عن طرق فوریر 


۱۰ 


الحد الاول ,داثابت تستمد تيشه على شکل ( 4 )۲ «ویسساوی 
صفر لقوة د انعسة متناظرة ٠‏ الحسد الثاني يعطي استجابة المتذيذب 
المد نيع ني التردد الاساسي ه ٠‏ الحد الثالث يشل الاستجابة للتوافق 
الثاني ه 2 للقوة السلطة و هلم جرا ٠‏ 
يمكننا استخدام نظرية البند السابق لایجاه السعة إ4 ب دلالسسة 
المعامل 3 لذ لك نحصل من المعادلة ( ۲ب 76 ) على 
( ۸۱-۲ ) 5952995 
مما سین نری أن حالة الاسستقرار النهائية للحركة تكون توافقية » و التوافشق ` 
الشاص ند د الذ ی یکون الاقرپ من تردد الرنین > ف له اعظم سعة ٠‏ وبالاخشص 
اذا كان ثابت التضاوال صشيرأ جد" ه و اذا حد ث وان تطابق تردد الرنین مع احسه 
توافقيات القوةالدافصة بحيث لاى تيسةل م نحصل على 


دنا © # رنه 





الحركة للمتذيذب رما تقترب كثيرا من الدالة الجيبية حتىلو سلطت توة دافعسة 


n 


فور سييسة ٠‏ 


۳ — 
ت ارين 


۱-۳ ) جسيم کتلته » كان مدأيا في حالة السكون ٠‏ اثرتطيه قوة ثابتسة 
مقدارها ۳ لفترة زضية ا ثم ضوفت هذ ه القوة فجأة الى م27 
وبقيت ثابتة لهذه القيمة ٠‏ جد المسسافة الكلية التي يقطعمبا 
الجسيم في الزمن 28.٠‏ . 

۲-۳) جسيم كتلته = كان مدأيا في حالة السكون ٠‏ سلطتطيه القوة 7# 
تزداد تربیمیا مع‌الزمن ۴۰2 جد و × كدوال للزمن * ٠‏ 

۳-۲۳) جسيم کتلتسه د كان مدأيا في حالة السكون في الزمن = سسلطت 
عليه قسوة متزايدة خطیاناه- لفترة زضية مقدارها متا بعدئذ تناقصت 
القوة خطيا مع الزمن و انخفضت الى الصفر في الزمن 5-2 جد المسافة 
التي يقطعها الجسيم في هذا الزمن ٠‏ 

٩-۳‏ ) جسيم كتلته 2 كان مدأيا في حالة السكون ٠‏ سلطت طيسه قلوة 
ثابتسة ,3 لزمن رت ثمازدادت القوة خطيا مع الزمن فاصبحت م2 بصد 
فترة زضية اضافية مقدارها ما اثبتان المسافة الكليسة التي یقطمها 
الجسيم في الزمن الكلي .28 تساوى 5 

O_O 

2 

٥-۳‏ ) قذف تالب اعلى سطح مائل‌بانطلاق ايتدائي متداره مت . ساذا 
كان ميل السطح © و معادل الاحتکاك الانزلفي بين السطح و القسالپ 
یساوی بر جد الزمن الكلي اللازم للقالب حتی یمود الى نقطسسة 
انط لاق هه ۰ 

1-۳) ینزلق قالب على سطح مننتو مزیت بد هن ثقیسل بحیث يعانيالقالب 
مقاوسة لزوجة تتغير مع الجذر التربيمي للانطلاق 

F(v) = - تلو‎ 





1 
رغ 


6س 


فاذ | کان الانطلاق الابتد ائي للقالب في الزمن 0= يساوى م۲ 
حسف تم gv‏ 2 کد وال للزمن 5 ۰ 


2 2 
۸-۳) حل التمرین ( 1-۳) للحالة التي تتغير فيها القوة مع الانطلاق مرفوما 
للقوة n‏ ای ہی 98 70 


۹-۳) تتغير القوة المسلطة على جسيم مع المسانة × وفقا لقانون الاساسسية 
gl. Power Law‏ 


F(x) = ب‎ x 


5 جد دالة الطاقةالكاشة 
ب اذا كانت م۲ = ت في الزمن 60 و 4۶0 جد >* 
كد الةللمسافة × ٠‏ 
چ سب جسد نقاط رجسوم الحركسة 
٠١‏ ) جسيم کتلتسه 2 ترك لیستط من السسكون مسافة 5 من نقطة اصسل 
تور فيها قوة ثابتسة تجذب الجسيم وفقا لقانون التربیع العكسي ٠٠‏ 


F(x) = kx 


اثبت ان الزمن اللازم للجسيم لكي يصل نقطة الاصل هو 


1 3 
ر سط )ام 


Sk 


تب ۰۵( س 


۱۱-۲) جد العلاقسةبين مسانة السقوط و انطلاق جسيم ترك یسسقط 
من السكون تحت تأثير مقاومة الهواء التي تتناسب مع 
1 السرعة ب مريع السرعة 

۱۲-۳) اطلقت قذيفة شاقوليا الى الاعلى بانطلاق ابتدائي + ١اذ‏ افرضنا 
ان مقاوسة الهواء تتتاسب مع مح الانطلاق اثبت ان انطلاق القذ يفة 
عند عودتها وتضسسرب الارض 


حیث 4 5 1 ۳ 
۱ رقت) = انطلاق النتپي = ,۷ 
(1F‏ تتغير سرعة جسيم کتلتسه 2 معالازاحة × وفقا للمعاه لس ة 
b‏ 


VT = تست‎ 


جد القوة التي توثثر على الجسيم كدالة ل* ٠‏ 

)١ 6 ۳‏ اذا كانت القوة الموثرة على جسيم تساوی حاصل ضرب دالة المسافة 
في دالسة السرعة (+)ع ()م -(7۳)<,7 اثبت ان المعاد لة التفاضلية 
للحركة يمكن حلا بالتكامل اذا كانت القوة تساوی حاصل ضرب دالة 
السانة في دالة الزمن » هل يمكن حل معاد لة الحركة بالتكامل البسيط؟ 
هل یکن حلها اذ | كانت القوة تساوی حاصل ضرب دالة الزمن في 
دالة السرعة ؟ 


٠١-۳‏ ) القوة التي تور على جسيم كتلته 1 هي 
F = kvx‏ 


حيث × ثابت ناذا مر انجسیم في نقطة الاصل بانطلاق و۲ 
في الزمن 0= + جد × كدالةللزمن ا ٠‏ 


نت ۱۰ 


۳ -۱۱) یتحرك جسيم حركة توانقيسة بسيطة سعتها ۸ ویمر من نقطصة 
الاستقرار بانطلاي .7< ما هوزمن الذبذيسة ۳۵2104 ؟ 
۱۷-۳) جسيمان کتلتاهما . بت ,ر" على التوالي ٠‏ یتحرك کل ضهما حرکسسة. 
توافقية يسيطة. سعةالاولى 4 والثانية ره فاذا کانتالطاتسة 
الكلية للجسيم الاول ضعف طاقسة الجسيم الثاني .© جد تسسسبة 

زمن ذبذبة الاول الى الثاني ٠‏ (ر1,/۳) 


تکون ازاحتسه ۳ V2:‏ عند ما تکون ازاحتسه x2‏ جد مد 2 الذبدبة 
والسعة للحركة بد لالسة الکمیات المد کورة ٠‏ 
)۱٩۲‏ نایضان مرونتهما ,ر على التوالي علقا بوضع شائولي لحمل جسسم 
8(رظ + شاد a E‏ 2 وتو 
دار بضان على التوازی و 3 (Kk +k)‏ 
اذا ريطا على التتالي ۰ 


۳ ۲۰ ) نابض‌مرونتسه 1 یحمل صند وتا کتلته 11 موضوعا فيه تالب كتلت سه 
د ناذا سحب الجهاز الی الاسفل من موضع استقراره مسافة ۵ 
و ترك ۰. جد قوة رد الفمل بين القالب و قعر الصند وق كدالة للزمن ٠‏ 
ما هي قيمة ۵ التي يبدأ فيها القالب على وش ان يترك قعر الصند وق 
عند ما يكون في اعلى التذيذب الشاقولي ؟ اهمل مقاومة الهوا* ٠‏ 
5 ۲۱) يعرف المعدل الزمني للدالسة (2)85 بالملاقة التالية: 


1 
عه 00م ل = >٤<‏ 
0 
اثب تان المعدل الزمني ( لزمن ذبذبسة واحدة ) للطاقةالحركية 


°۷ 


لمتذبذب توافقي فير متضائل يساوى المعد ل الزمني للطاقة الکاهة ٠‏ 

۲۲-۲) أثبت ان النسسبة بين ازاحتين متتاليتين في النهاية العظی لمتذيذب 
توافقي متضائل تكون ثايتسة ( لاحظ ان النهايات العظی لا تحسدث فسي 
نقاط تماس ضحني الازاحسة مع الضحني ۷۳ -هم). 


۲س۲۲۳) اذا طمت آن سسعة متذيذب توافقي متضائل تپیط الی/1 من قیتپسسا 


زمن ذبذبتسه الى زمن ذبذبته بد ود تضاوال هي 


n 1 4 1 
e 2232 8 2 2 
4+ Tn 8 ۲۲ n 


۳ ۲)_آذا كان انطلاق المنتتبي لكرة حرة السقوط هو ۱ ار متر/ ثا 6 ود 
تعليقها و هي في حالسة السسكون بوتر مرن خفيف يتمطط مسي افة 
۱ار» متراء ناذا تركت تتذیذب شاقوليا ٠‏ جد زمن الذبذبسة؛ اسرض 
القانون الخطي لمقاوسة الهواء ٠‏ 

8 1) ني المسألة السابقة » جد عدد الذبذيات غدما تهبط السسعة 
بمقدار واحد بالمائة من السعة الابتدائيسة ٠‏ 

گا۲) جد التردد الطبيعي و تردد الرنین للكرة في التمرين ( ۲۰-۳) ٠‏ 
جد كذلك معامل النوعمية ‏ © للجهاز٠‏ 

۲۷-۳) اثبت ان التردد الدافع دى الذى تكون فيه سعة متذبذب تنسوافقي 
مد فوع تساوى نصف السعة في ترد د آلرنیین هي تقريها ‏ 3 / لہ¿ ى ند. 

4 ؟) جد التردد الدافع للحالة التي يكون فيها انطافى متذيذب توانقسي 
اضطرارى اكبر ما يمكن |تلمیح ‏ خذ النهاية العظى للكميس_سة 


[( لت )س - 000 


)1٩-۲‏ اثبت ان معامل النوعيسة ‏ لمتذیذب توافقي مد فوع یساوی العاسسل 
الذ ی يجب ضيه في الاستجابة لترد د دافع في الصفر للحصول علسی 
الاستجاية في تردد الرنین ٠‏ 

۳س۲۰) _ حل المعادلة التفاضلية لحركة متذیذب توافقي تحت تأثير قوة دافعسسة 
توافقيسة متضائلسة من النوع 


3 و 17 م‎ cos ( ® tk) 


۵ مهو ۳2210010 هسسي 


f(t) = ست‎ [sin( at) + % sin (30¥) + sin (50 (+. | 


حيث 


2 


۲ اس 77 2 و CT‏ تاه > 0 f(t) = +1 for‏ 
و هلم جرا 
C 4T‏ هه 17 5 279 4 تاه 7۲ for‏ 1س = f(b)‏ 
و هلم جرا 
-؟") استخدم النتيجة السابقة لايجاد حالة الاستقرار لحركسة 
متذبذب توافقي متضائل ای مد فوع بقوة موجه - مربعة توافقيسة 
سسسعتها ان ٠‏ ويصورة خاصة 6 جد السعات النسبية للحسد ود 
الثلات الا هی په ه يه ه ود لدالة الاستجابة (8) × 
في الحالة التي یتطابق فيها التوافقي الثالث 5 للتردد الدافع 
مع تسرد د رنيين التذيذب ٠‏ افرض أن معامل النوعية 100 = © ۰ 


الفصل الراببسع 
د ينا ميك الجسيم ‏ الحركة بصورة عاسة 


Dynamics of a Particle-=General Motion 





الان نحول انتياهنا الى الحالة العامة لحركة جسيم في الفضا* ٠‏ رأينا تل 
قليل ان الصيغة الاتجاهية لمعاد لة حركة الجسيم هي 


<ة عه 
ET 5‏ 
أو مايكاني ن لك 
T= (¥) )۱٤(‏ 
هذه بالحقيقة تمش اختصارا للمعاد لات التركيهية الثلاث التالية ‏ 
(mê) Fy = - (my)‏ ہک = پ۳ (zz)‏ سل = Fg‏ 


حیث مركبات القوف بر وب وا قد تتضمن الاحد ائیات ومشتفاتپا باللسبة للزسن 
والزمن ٠‏ أن من المو'سف حتا » أن لاتوجد طريقة عامة لایجاد حلول تحليلية لجع 
الحالات الميكئة ٠‏ ولکن هناك انواع خاصة عد يد ة لد وال قوى ف ات اهمية فيزيائية يمكسن 
التصد ی لمعاد لاتا التفاضلية بطرق بسيطة نسبیا ۰ وسند رس بعضا ضپا في البنود 


التالية - 
(۱-4) تاعد ة الشغل The Work Principle‏ 
لنضرت طرفي ا ا ی ] +7 عإى 
(۲-۸) ے ج طو ‏ جرد 


dt dt 


(Tev) ۵ 7 


01 5 dt 
لذ لك اذا فرضنا أن الكتلة 7 ثابتة » نرى المعاد لة المذ كورة توا تکافی*‎ 


nF.) = 3 (€)‏ ¥( سا = ا 
حيث اه خلنا » #77 = 1 الطاقة الحركية » ولما كان ۳ نیمک ا 
ھە = .3 [ 


التكاس لنحصن على 
(٤؟‏ ) 
الطرف الايسر للهذه المعادلة » هو تكامل خطي وهو يمثل الشغن النجسز 
القرة 2 خلال حركته ى طول سار الحركة٠‏ ويشسل الطسرف 





على الجسيم من تأثير القوة 
الايمن محصلة التغير في الطاقة الحركية للجسيم٠‏ فالمعان لة تنص اف ن 4 علسسى أن 
الشغن المنجز على جسيم يساوى الزياد ة في الطاتة الحركية 
3 اوو ا ا وا 
Conservative FOrces and Force Fields‏ 
ان مقد ار التکامن الخطي ه الشغل في هذ“ الحالة » يعتمد بصورة عامسة على 
مسار التكامس ء لاحظ الشكل (4--۱) ٠‏ معبارة اخری يعتمد الشغل النجز اعتياد یا 


على الطريى الخاص الذ ى يسلكه الجسيم في ذ هابسه من نقطة الىاخرى * 


الشکل (٤۔١)‏ 
الشغل الذ ی تتجزه القوة Fi‏ 
هو التكامل الخطي ۳.8 ] 





BRE 


اى لو طلب منا حساب قيمة تكامل الشغل فسنحتاج قبل كل شي* الى معرفة 
مسار حركة الجسیم» ومن ناحية اخری» الانواع الاعتياد ية للمسائل التي لپا اهمية في 
د يناميك الجسيم هي التي یکون مسار حركتها مجهولا نف البداية » ای أن المسار هو 
احد الامیا" التي يجب حسابها ٠‏ عدئذ » یظپر ان قاعد ة الشغل المينسةفي 
المعاد لة(4-) ) ریما لاتکون مفید 2 جدا لاغراضنا ٠‏ ولکن ظپر ان تاعد ةالشفل 
مفيد ة جد أ ئي د راسة حركة الجسیم تحت تاثير نوع خاص من القوی والتي تعری‌بالقوی 
المحافلظة 1707068 00288627851976 ولحسن الحظ هناك عد د كير من القسوی 
الفيزيائية المهمة هي قوى محافظة ٠‏ 
خد ما تكون القوة 7 دالة لاحد اثيات الموضع فقط يقال نها بانها تعشّرف 
مجال قوة استاتيكي 11010 1008 852510 ٠‏ ضمن انواع المجالات الممكئةة بوجسد 
صنف مهم فيه تكامل الشغل ۰82 | لايعتمد علىمسار التكامل ٠‏ ان مجالات قسوى ٠‏ 
كبذ ‏ تکون محافظة رياضيا ٠‏ المجال المحافظ هو الذى يكون فيه "7۰52 تفاضلا د قيقا 
xa erent‏ عند مايتحرك جسيم في مجال محافظ فتكامل الشغن ومن ثم 
الزياد ة في الطاتة الحركية يمكب معرفتهامقد ما ٠‏ وهذ ه المعلومات يمكن استخد امهيا 


للتکپن عن حركة الجسيم. ٠‏ 

١٤ (‏ ) د اة الطاقة الكامة ہہ Potential Energy Tunction‏ 
عند استخدام الاحد اثیات الد يكارتيه » يمكن التعبير عن تكا مل الشضل علی‌النحوالتالي: 
(ef)‏ (02ظ + 7ب + (Faz‏ ل = .2 [ 
لنفرض أن من الممكن أيجاد مركبات القوةيتفاضل د اله عد د يه معينة مثل ‏ (2,لوx)‏ ۷ 
بالطريقة التالية 

( ۶ بي 1٩‏ ا F‏ بط و ES‏ 2 


8« ۶ ووو 7¥ چ 2 


Fa‏ مت 


الدالة 7 التي عرفت‌یمذ ه الطريقة تسم بدالة الطاقة الکامنة » كما في حالة البعد 
الواحد حيث لد - -(2)2 ۰ اذا تواجدت‌داله طاقة کاشةه دف يمكئنا کتابسة 


a. (= - ۱ )۷٤(‏ للع سوق 2¥ سه ¥ -)] = .ق 
وتصبح تاعد ة الشغل پبساطة 
Jar = - ] 7 (۸ -٤(‏ 


وهذا ید ل بوضوح علىان 1 ,7- یختلف في الغالب احد هما عن الأخربكمية ثابتة٠‏ 
ولنمثل هذا الثابت بالرمز 1 عدگذ 3 - (۲-) -2 او 2 > ۷ + ۲ 
وسمی 5 الطاقة الكلية » ونكتبها بصورة واضحة كالاتي _ 
-٤(‏ 1) اع )2 ول +(x,‏ ورد ° 
وهذ * تعني عد ما يتحرك جسيم في مجان محافظ للقوة فان مجموع الطاقة الحركية 
والكامنة ييقىثابتا خلان الحركة ٠‏ 

الطاقة الكانة لمجال جاذبية نتظم 


لنعتبر حركة جسيم في مجال قوة منتظم » كحركة جسيم تحت تاثير الجاذبية قرب سطح 
الارض ٠‏ اذا اخترنا المحور 2 شاقوليا » دقف مقدار القوة يكون 7:6 هالاتجاه 
السالب لمحور ‏ 2 ٠‏ ان يجب ان تحقن اله الجهد الممادلات‌التالية - 


27 
0 = سیب - = ے۴ 

5 
( ۰ ۱۰) مس سان 
ی FP CA‏ 


N 
له‎ 
ددا‎ 


نس ۲ [ ۱ لتم 


من الواضح أن الد الة التالية تحقق المعاد لات المذ كورة اعسلاه ٠‏ 
(f)‏ 0 + وعد = (2 ول V(X,‏ 
حيث 0 يمثل ثابت التكامل وهو اعتباطي بكل ماني الكلمة من معنى ٠‏ وتيمته تعيسن 
الاعتباطية في اختيار الثابت لد الة الجهد هي خاصية عامة لجميع د وال الجپد» وا لطاقة 
الکامنة ليست كمية مطلقة وانما تعرف د اثما بالنسبة الى مرجع اعتباطي ٠‏ لنختر لهذ ه 
الحالة الثابت ۵ مساویا الی‌الصفر* وهذا يعني ان الطاقة الکامة تعرف بحيسث 
(س۱۲) E‏ = وعم + 4m) + 2 + 52١‏ 
وتحسب تيمة الطاقة الكلية 2 لاية حالة تعطی ه من الشروط الابتد ائية للحركسة ۰ 
جهد قانسون التربیسع العکسي لقسوة 
في حالة مجال جاذبية الارض ء نملم ان القوة تتغير عکسیا مع مرح المسافة 6 مقاسة 
من مركز الارض ٠‏ وقد وجد كذ لك بأن علاقة التربیع العكسي هذ» هي قانون قسوة 
الیجالات الكبربائية للجسیمات البد اثية 281510168 "إنتة 181621626 ٠‏ وهذ ه القسوی 
من الانواع الاساسية ألتي تحد ث ني الطبيعة ٠‏ 
ويمكن كتابسة قائون التربیع العكسي بصيغته التحليليه على النحو التالي 


3 me )۱۳-6( 


ل 


حيث 1 تمثل الوحد ة المتجهة باتجاه متجه الموضع ١‏ و ع يمثل ثايت التناسب ٠‏ 
اما الاشارة السالبة فتعني ان القوة هي تجاذبية أو متجهة نحو نقطة الاصسسسل 
( والاشارة الموجبسة ستمني قوة تنافرية اتجاهها متعدا عن نقطة الاصل )والان يمكن 
تمثيل الوحد ةالمتجهة ۶ بالنسبةبين متجه الموضع 2 وقداره + ۰ ای 


دع 
زب 


NESS 


ان ن يمكن كتابة قانون التربیع العكسي للقوة ايضا على النحو التالى 


)١6-4(‏ شاع د هه 
E‏ 
فاف | استخد ضا الاحداثيات الد يكارتية دف 122 + 3 + × = عداو 
۱ 2 + دږ 2( و وطیه تحضل لات 


(-۱۵) 2( 22 + َر + 2 ) F = -k (ix + jy + ks)‏ 
لقانون التربیع العكسي بد لالة الاحد ائیات الد یکارتیسه ۰ 


سبن وان استنبطنا في البند -١(‏ ۸) مساألة البعد الواحد لقانون التبيسع. 
المكسي للقوة * حیث رأينا ان الدالة سكل - -(۲)2 تعطي القوة الصحیحسةه 


ای 1 517 

2 سا = مد ¬ = F(r)‏ ۰ وقد ظهر أن نفس الد الة تعطي القوة الصحيحة 
للحالة ذ ات الایماد الثلاثة ٠‏ لذ لك لو اخذنا _" (2+ + )د =(2,لو×)۷ 
ضدشذ 2و + گر + ی عد - لگ - - رم 

2 (2و + تي + 2ع) جد - - يله - = رم 
22 + 2ن + 2) مع - ۔ كه - = يم 


هذه تماما مرکبات القوة اللازمة لكي تعطي دالة القوة لمعاد لة()- ) ٠‏ 


(6-) ) شروط تواجد دالة الجهد - موثر د لتا 


Conditions for the Existance of a potential Function= 
The Del Operator. 
6 محائظ ةة‎ 


رأينافي الفصل الثالث ان الحركة في خط مستقيم لجسيم تكون د ائما محا 
اذا كانت القوة د الة للموضع فقط٠‏ بالطبح قد يسأن السائل الان اذا كان هذا يصح 
للحالة العامة للحركة ذ ات البعد ين والثلاثة ابعاد ام لا ؟ ای اذا كان تالقوة 
المسلطة على جميم دالة لاحداثيات الموضع فقط فهل تتواجد دالة شسنل  ١‏ 


ا لا ۵ ۱[ - 


تحقن د اثما المعاد لة ( ۱-4 ) المذ كورة اعلاه» والجواب طى‌هذ| السوال ٠لا‏ ه ان 


دالة الجهد تتواجد نقط في الحالة التي تحقق فیپا مرکبات القوی 
)2 و (x,‏ ۳ - ۳ 
(x, ¥, 2(‏ له 2 


معیارا خاصا * (5 ول (x,‏ بر = 


3 
و 
لنفرض أن دالة الجید متواجد ء ه ای 6 آن المعادلات (»- 1) تصح ۰ ضد گذ 6 
اذا فاضلنا 7 جزئیا بالنسبة للمحور 7 و ,2 جزئیا بالنسبة للمحورب × انشا 





تحصل على ی تک هر وه 
2 2 ما Dx‏ "ويه ۵ 
م 2 د ا لان ۱ أن الدالة 7 
ولکن 2 = وود تيب المفاضلة غير مهم ( على فرض ن 


مستمرة وكذ لك مشتقتما الأول والثاية) ۰ هالتمائل يمكن الحصول من الزوجیسسسن 
و )و ووه بانب 





۵ 

مظاك ده 

oy EE 

OF. oF 

۳۹ 2 

2۵ ۳ٍ 

کے = لوس 
هذ » هي الشروط الضرورية عد ثذ لر و و لا ور" لکي تتواجد دالةللجي د 
وهي تعبر عن الشرط الذ ی یکون فيه س 22 + 07 + عقي 02 ,2 


۱ 
د قيق التفاضد 215176625151 823268 كذ لك یمکنا ان نثبت‌بانها شروط كافية 
ای اذا صحت‌المعاد لات(؟-۱۱) 6 فان فعلا مشتقة مسن تسه 








(۱) انظر في کتاب متقد م مي التفاضل مثل 
A.B. Taylor, Advanced Calculus, Ginn, Boston, 1955.‏ 


بت [ اس 


لور "دلعا Del Operator  "‏ وه 
اذا كان مجال القوة محافظا بحیث اعطیت المرکبات‌با لمشتقات الجزئية لدالة 
الطاقة الكائة » ضدئذ یمکنا تشیل 73 بجیر التجهات علىالنحو التاللي 


(-۱۷) ی ز - لك 3 - ا 
ويمكننا كتابة هذ » المعاد لة بطريقة ملائمة ومختصرة كالاتي 
VY )۱۸ £)‏ ا 
هنا اد خلنا الموثثر لمفاضلة المتجه وهو 
دون وه 


ويسس بموثثر د لتا 0262:81:02 1 ويسس التمثيل ۲( تا ۷ 


"“ ۲ 628 همجعم " ويكتب بعض الاحيان على النحو 7 5700 ٠‏ اما مسسن 
الناحية الرياضية »© فمنحدر الدالة كمية متجهة تمثل التفاضل الفراغي 515181م852 
للدالة في المقدار والاتجا»* من الناحية الفيزيائية » فان الضحدر السالب لدالة 
الطاقة الكاءمنة يعطي اتجاه ومقدار القوة التي تواثر علىجسيم موضوع في مجال كونتسه 
جسيماتاخرى ه وتعني الاشارة السالبة ان الجسيم اجبر على لحركة باتجاه تناقص 
الطاقة الكامنة بدلا من الاتجاه المعاكس ٠‏ الشكل (1--") يمثل توضيجا للطحسدر ۰ 
حيث رسمت د ال الجہد على شكل خطوط منأسيب 131268 0020۲ وکل ہا 
تمثل فحني لطاقة كاسة ثابتة ٠‏ والقوة في اية نقطة تکون داثما عمود ية على الضحنسسي 
المتساوی الجهد اوالسطم البارعلال ااي نحن بصد د ها * 
¥ 7 


الشكل (> 


تب ۲ 
قوة المجال ميثلة بخطوط 
ناسیب الطاتة الکا ضسة ۱ 


EEE 


يستخد م موثثر د لتا كمعيار ملائم لمعرفة ما اذ| كانت قوة المجال محافظة ام لا ٠‏ 
نستخد م لهذا التطبيق الضرب الاتجاهي لموهکر د لتا اى 
2F,‏ ظ۵ . DF‏ ود 











x‏ 2 م ج 
x F = 1) n EE‏ ۷ 
۰-۱ ۲۰) 3 


چ - كوي )ءا 
U ۷ J 0-3‏ 
اذا كانت القوة ۴ محافظة» وهكذا يمكن كتابة الشرط اللازم بشکله المحکم التالي 


لكي تكون القوة محافظة ٠‏ 
(4١؟)‏ 0 = 97 
رياضيا » تمثل المعاد لة المذكورة اعلاه الشرط الضرورى والكافي لكي يكون الح د 


ج .۴ تفاضليد قيق اويميارة اخری لايعتمد التکامل "3.۵ أ ی مساره ٠‏ 
اما بن الناحية الفيزيائية ه فيعني تلاشي د وران 7 ٠‏ أن الشفل الذ ی تقسوم بسه 
القوة 2 لتحريك جسيم لايعتمد على مسار الجسيم في ذ هابسه من نقطة معينة الی‌اخری» 
هناك ملاقة جبرية ثالثة تحتوى على موثثر دلتاه نمني الضرپ العددی 7٠۴‏ . 
وهذا يسس بمتفرقة۴ (7 ۶ ۰01702۵650۵ فني حالة قوة المجال تشل 
المتفرقة مقياس كثافة المجال في نقطة معينة ٠‏ و تفرقة | همية خاصة في نظري َ 
الكهرائية والمغناطيسية ٠‏ 





امشلسة 





١جد‏ قوةالمجال لدالة الجهد 2< + جر +× = 7 عند استخد ام موسر 


ل ^ ^ 
د لتا نحصل على T= VV = ~i (2xey+s) - jx - kx‏ 
۴ هل قوة المجال ixy + xz + kys‏ ۴ محافظة ؟ 
باخذ دوران ‏ 7 نحصل على 


۱۸ اسه 


5 ^ لها 
k‏ ل 1 
A‏ . م a‏ خلس 
( بو سه )1 د اچ ےھ يي| ع3 +7 
ولما كانت النتيجة افساوی صفرا فالمجال اذ ن غير محافظ 
٣‏ ما قيم القوابت  ٠,1,4‏ التي تكون فیپا القوة ‏ 30:00 + (وط+جع)۴1 
محافظة ٠‏ 
با هوان تة تمن ن 


م م م 
k‏ ل 1 
Vx ۲1 = 2 2 2‏ 
ax ay 52‏ 
oxy 0‏ رجه 
1c - 20( ¥‏ = 
تبین هذه النتيجة ان القوة محافظة ه شريطة ان یکون ۰,20 قيصسة 8 


لا اهمية لها ٠‏ 
(4)سه) القوى من النوع القاین للفرز ۰ Forces of the Sezarable Type‏ 

في حالات كثيرة يمكن اختيار محاور بحیث تكون مرکبات قوة الال دوا ل 
لاحداثياتها فقط ای س 

A A‏ ^ حح 

)y( + KP) 2( )۲۲ 6 (‏ ۴ز + (عد)رقا = F‏ 
د وران قوة كهذ ه یساوی صفرا ولپذ | السبب یکون مجالپا مخافظا بصرف النظر عن 
الاشکان الخاصة لمركبات القوة ماد امت كل ضپا دالة فقط ‏ للاحد اثي المسستخد م٠‏ 
عند ثف یکون تکامل المعاد لات التفاضلية للحركة بسیطا جداً ۰ لان معاد لة کل مرکسة 
تکون من نوع (0) .في هذ ه الحالة يمكن حل المعاد لات‌بالطرق التي وصفت 
في الفصل السابق تحست غضوان الحركة في خط مسسسستقيم ٠‏ 


١11 


سنیحث في البنود القاه مة بمض امثلة القوى قابلة الفرز المحافظة ضپا وغير المحافظة ٠‏ 
(۱-4 ) حركة القذ يفة في مجال تثاقلي منتظم 
Motion of a Projectile in a Uniform 02893158510281 4‏ 
تعتبر خركة القذ يفة من المسائل التقليد ية المشهورة في د يناميك الجس سيم ٠‏ 
وف ندرس هذه المسألة بالتفصيل لانپا توضح القواعد العامة التي اوردناها فسي 
أأبنود السابقة » 


اهمال مقاومة الپواه 
للسپولة ه لنفرض ارلا الحالة التي تتحرك فيها القذ يفة عند ما تهمل مقاومة الپوا* 
في هذاه الحالة المثالية توجد قوة موثرة واحد ة فقط » هي قوة جذب الارض ٠‏ وضد 
اختيار محور ‏ = شاقوليا تكون المعاد لة التفاضلية للحركة على النحو التالي - 
ar‏ 


A 
1 aa = - 
dt gk 


ملاوة طى ذ لله لجعل المسألة اكثر مثالية نفرض أن التمجیل الارضي ثابت ۰ من الواضح 
ند عف أن دالة القوة تکون من النوع القابل الفرز والمحافظ ایضا لانها تمثل حالة خاصة 
من معادلة (4--۲۲) ۰ سبق وان امتتبطت معاد لة الطاقة في البند (۳-4) سوف 
عمد الى تخصيص المسألة اکثر وذ لك با ختيار الانطلاق الابتد ائي مساویا الى م” 
والموضع الابتد ائي في نقطة الاصل ضد ما یکون الزمن 0 = ا ۰ عدئذ مماد لة الطاقة 


> + )چ 


2 2 
۷ = ۷ - 5 


تمطي الانطلاق كد الة للارتفاع ۰ هذ » جميع المعلومات التي يمكننا الحصول ليبا 
ماشرة من معاف لة الطاقة ٠‏ 

لكي نتابح الموضيع اكثره يجب ان نعود الى المماد لة التفاضلية للحركة٠‏ التي 
يمكن كتابتها طی‌النحو التالي 


ص = هت + 2 + 
۱ 
و 


a ^‏ 
تاو = لعي چ 





وت 


وهذ » من نفسصيخة تلك التي بحثت في البند (۱۰-۲) ٠‏ ویمکن تکاملپا باشرة ٠‏ 
فبتكاملها مرة واحدة تحصل على السرعة ٠‏ ای ا 8 
gk + Vo‏ س = ل 

حيث ثابت التکامل 70 یمثل السرعة الابتدائية ۰ متكاملها للمرة الثانية نحصل علسسی 


مضع المتجه هاى ۷ + هم چت = + 


في هذه الحالة يساوى ثابت التکاملم< فرا » لان الموضح الابتدائي للقذيفة اخذ 
في نقطة الاصل ٠‏ وتصبح المعاد لة المذكورة اعلاء بدلالة المركبا.تعلى النحو التالي - 


X= Xo (YY ره‎ 
ل‎ = 19 


هنا ى بن ون2 تمشل مرکبات السرعة الابتداثية چ ٠‏ قينا اذ ن بحل ا 
موضح القذ يفة كدالة للزمن ٠‏ 

اما بالنسبة لمسار القذيفة » نلاحظ عند حذف ت من معادلتي “او 7 أن 
النتيجة تكون bx‏ = 9 
حيث ١‏ ثابت ويساوى ی 


0 

لذ لك يقع الهسار رکلیا في مستوی مصورة خاصة ه اذا كان 0 = و ه عندسذ 

يك السا ران لسوت 2 ٠‏ بعد ذلك ه أذا حذننا 6 من معادلتي ‏ × و2 
تكون معاد لة إلمسار على الشكل التالي ب - 


گر = وه = 


2 
حيث کے سم 
ع GE‏ 
از ن المسار قطع مکافي؛ یقسع في المستوی :۳-۳ . كما صومبيسن في 
ا شتسد ۱ :۶ 


١١١ 





الشكل (--۲) مسار قذيفة متحركة 
في ثلاثة ابعاد 


قاومة البواء الخطية 
لنفرضالان حركة القذيفة في الحالة الاكثر واقعية والتي تكون فيا القوةالمعضقة 
ناشثة عن مقاومة الپوا* ٠‏ في هذه الحالة تكون الحركة غير محافناة ٠تتناقس‏ الدلاقسة 
الكلية بصورة مستمرة كنتيجة للخسران بسبب الاحتكاك ٠ ٠٠‏ 
وللسهولة ٠‏ نفرض أن قانون مقاومة الاحتكاك خطي بحيث تتخير قوة المقاومة طرد يا 
مع السرعة 7 ٠‏ سيكون من الملائم كتابة ثاب تالتناسبعلى الشكل # س حيث بر 
تمثل كتلة القذيفة ٠‏ فبناك أذ ن قرتا ن تو'ثرا ن على القذ يفةه هما مقاومة الب سواء 
7 7 وا لقوة | لعثاقلية والتي كما في السابق تساوى 1 » عندئف المعادلة. 


هاختمار = من کل حد » تحصل على 


2 3 و‎ 
adt 


ويتم تكامل المعا د لة المذ كورة اعلاه بسبولة عند كتابتها بد لالة مركباتها ٠‏ 


۱ 


ای و ] - 
2 - 

ع دز( د ده 
SESI SEAS‏ وروت الاق ام شا كل كديا سوب وا 
باساليب الفصل السابق ٠‏ ماستخدام نتائجنا من البند (۷-۳) نستطيح كتابة الحلول 


ماغرة واي a‏ 


ید وب 
ل 


X= X8 
ور = و‎ -5 (4) 
4 = حم 1) لقا 5 7 مر‎ ۶ *( 
لاحداثيا ت السرعة و‎ 
“0 - ] با‎ 
سپ د و‎ )1 - 6 ) 
اتير مر‎ (o-0 


ده ( ۴ ۰ - 1 ريق + فب ) ده 
لاحداثيات المضع ٠‏ هنا كالسابق ٩‏ مركبات السرعة الابتدائية سي 
مت ور ,رة قد اخذ موضعالقذيفة الابتدائي في نقطة الام ل 
كالحالة التي اهملت فیپا مقاومة البوا*» تبقى الحركة كليا في السسستوى 


/ 
×ط = عن حيث 2 كي -5 ٠‏ والسار في هذا الستوی ليرقطعا بکانشساه 
0 


وانما منحن یقع اسفل السار المكافي* * كما هو مین في الشكل (5-؟) ۰ 
ان فحص معاد لتي × ون يرينا ان × و و يقتربا ن من الغاية عند ما تكون 3 
كبيرة أى 


و × 
و 


-| لب‎ e 
O Oo 


4 


وف | يعني ان للمسار الکامل خط مقارب عمود ی كمأ هو ميسن في الشكل . 


۳ 











الط المقاري > 
العمنودی 
الشکل (4-5؟) 
مقا رة بين مساری القذ يفة المتحركة 
عند أهمال ودم بل خاو الهياء <7 


تمثل المعادلة (55-54) الحل النهاش لحركة القذيفة عندما تعتبر مقا وسسة 
الهواء خطية ه والتي يمكن كتابتبا بجبر المتجهات با لطريقة التالية 


لاس 


لیف ` تا 3 - o‏ د 

( 1( مت( E‏ ورم زر ( وج + كي) د ۾ 

ای ان حل المعاد لة التفاضلية الاتجاهية للحركة يمكن تحقيقه بالتفاضل پسسپولة ٠‏ 

من المهم اعتبار الحالة التي تكون فيها مقاومة الهواء صغيرة جدأ * ای عند مسا 

يكون مقدار الكمية ¥6 في الدالة الاسية اصغر بكثير من واحد * ولپذا الغسرض 
سوف تستخد م التسلسلة الاسية الا لية 


رالتي عندما نعوض فيها ۷ 3 - = ذا . تصبح النتيجة » بعد الاختصار تجمیع 
الحد ود كما يلي ۱ 
۰-۱ ۲۲۷) ۵ د gtk‏ ات تفر = TF‏ 


حيث 


4و دو م از ۰ زر کت ا 
(YA €)‏ ا + سب 26 8 + (.. + سل - | 1ع مه 


يمكن اعتبار الكمية ۸7 کتصحیی لسار القذيفة الذ ى اهملت فيه اللقاومة ليعطي 
السار الحتيقي ٠‏ 


1۲ ۶ 


في الحركة الفعلية للقذيفة خلال الجو 3 لايكون قانون اليقا ومة خطيا 03 
المددى ومساعد : الحاسبا تعالية الانطلاق ٠‏ 
(س ) المتذ بذ ب التوافقي في البمدین رالثلاثة ایماد ٠‏ 
The Harmonic Oscillator in two and three Dimensions‏ 
سنفترض في هذا البند حركة جسيم تواثر عليه قوة معيد ة خطية تتجسه دائما 
نحو نقطة ثابتة » نقطة الاصل في نظام احداثياتنا ٠‏ قوة كذ ه يمكن تمثيلها بالعلاقة 


التالية وت a‏ 
عند ثذ يمكن كتابة المسادلةا لتفاضلية للحركة بسهولة على النحو التالي 
)۲۹-٤(‏ ج چ ا 1 


الشکل (1--۵) 
مودیل لمتذ بذ ب توافقي 
° سس 


1Yo 


ويمكن تمثيل هذه الحالة » على وجه التقريب © بجسيم مربوط بمجمعة من النواب_فن 
المرنة ه كما هو مبين في الشكل (1-.۵) 
الذي د وا من 
لحالة الحركة في سطح مستو ع المصاد لة التفاضلية المذكورة اعلاه تكافسيء 
المعاد لتين المفروزتین التا لیتین ۱ 
جح سس = راز 
mj = - ky‏ 
درسناء في البند (۱۲-۲) ٠‏ لذ لك يمكننا كتابة الحلول مباشرة على النحوالتالسي 
( عه + (wt‏ ومن راع Xx‏ 
(04؟) ( /+ وس) =D cos‏ بن 


تست 


دل 


1 


2 


اي د 


الابتدائية ٠‏ 
لايجاد محادلة الساره نحذ ف الزمن + من المعاد لتین ٠‏ ويكون ذلك بكتابة 
المعاد لة الثانية على النحو التالي 

A (‏ + » + 6 س ) cos‏ ظ دان 
تت ۵4 - 3 A=‏ 
عند كل 


| ۵ مده )+ sin (Wt‏ = بي wt + ( cos‏ )ووه ] 8 < ۲ 
ودلا ارال بسا داش انم خن 


2 
sin A‏ سيف - د) = cosA‏ لجا جه 


۱۲۹ 


منقل الحد ود مربيع طرفي المعاد لتين الاخریین نحصل على 


۲۱۰-۱) كرورم و ا ند کی وده 
2 تلم 30 


هذ ه المعاد لة من الدر: 2 الثانية في × ول . والان ه المعادلةالعامسة سس 
آاد رجة أل ية 

ax + bxy + عدة ,لون‎ + êy = f 
وعتمد ذلك علسسی کسسسون‎ ٠ تسشل قطما تاقساً * قطماً بکافگا اوقطما زاغدا‎ 
9 0 ۳ 
ای اشسه کے سالية 6 لذ لك یکون السار قطعسسا‎ - ) 2e2. ( يساوي‎ 
)15-5( تاقصا كما هو مبين في الشكل‎ 





الشكل )١- ٤(‏ 
مسار قطع ناقص لحركة متذ بذ ب 
تواققي في بعدين 


۱۷ 


في الدالة الخاصة » عند ما یکون فرق الطیر 42 یساوی 2 .۰ عند شذ 
تختصر معاد لة المسار الى المعاد لة التا لية 


N 


2 
1= سل + رگ 


لد 


B® 
انحور صفرا او 77 فمعادلة السار تسبح خطأ مستقيما ه ای‎ 


ین 
وتكخذن بنظر الاعتبار الاشارة الموجبة عند ما تکون © - ۵ 6 والسالبة عندما تکون 
٠ 4= 7‏ يمكننا البرهنة للحالة العامة ٩‏ ان محاور مسار القطعالناقص تيل 
a be‏ 0 معالمحور ب × حيث 


5 2AB cosA بم‎ 


A2 2 


tan 2 ¥‏ 
3 - 
شف ترك استنباط هذه العلاقة كتمرين للطالب * 


المتذبذ ب التوانقي ذ و الابعاد الثلاثة 


في حالة الحركة في ثلاثة ابعاد » المعاد لة التفاضلية للحركة تكافي*المعاد لات 
المفروزة الثلات التا لية 7 
MX = =k‏ 
u = -ky‏ 
(YY — €)‏ و = وه 


فحلولها تكون اذ ن 


( 2 + © ده ) وون م 


لها 
1 


B cos (wt+ ۸ ( (۳ £ ( 


به 
۱ 


( لا + یه ) cos‏ 0 


۱۸ 


او © قى تکتب بطريقة اخری هي 
تب B7 cos‏ + 6 ته x= A slr‏ 


Jy = وك‎ sin wt + By 008 mt )۲۵ — <) 
2 = و8 + ی لل ماه ول‎ cos mt 


وتحسب ثوابت التكا مل الستة في كل من المجمكتين من موضح وسرعة | لجسيم الابتد أ ثیتین ٠‏ 
الان افرض المعاد لة الاولى والثانية من مجموعة المعادلات (6--۲۵) ٠‏ منهما نستطيع 
أن نجد اص جدوو *نه ووه پدلالة × و ۳ والثوایت رلك ,و3 ويك ب82 
عند تعويض النواتح في المعاد لة الثالثة نحصل على معاد لة من النو نا + جه = 2 
حيث الثوابت 8 و8 تحسب من مجموعة ثوابت ۸'6 وثوابت 8'8 مسار 
الحركة يقع اذ ن في مستو يمر من نقطة الاصل ۰ السار في هذ الحالة يكون تطعا 
ناقصا ايضا ” ( کما هي الحالة في الحركة ذات البعدين ) ٠‏ يمكن رواية ذلك سن 
المناقشة التالية ٠‏ اذا حولنا معادلات الحركة الى محاور جديدة مثل  x‏ إن بع 
والتي لها نفس نقطة اصل المحاور القديمة ود ورت بحيث انطبق المستوى ‏ × 

على مستوى الحركة ٠‏ عند ثذ سوف لایتفیر شكل المعاد لات التفاضلية للحركة بد لالسة 


الا حداثهات‌الجدیدای ی mk‏ 


م 0 = 
اذ ن ه للسار نفس شكل مسار الحركة ذات‌البعدین» ای قطع ناقس في المستوی 
* بطیهة الحال ٠‏ بعتند: د وان ستو الحرقة على السرعة الاد اة 


تمثل المعاد لات ۳٣ ٤(‏ ) وحلولہا » حركة مایسمی پالمتذ پذ ب المتجانسس 


۱۳۹ 


2 ی الابعاد الثلاثة ه وفيه لاتعتمد القوة المعید‎ 190270910 osc aor 
اما اذا اعتمد ت القوة المعید ةعلى اتجاه الازاحة ۵ فنحصل‎ ٠ على اتجاء الازاحة‎ 
یمکن كتابة المعاد لا تالتفاضلية لحا لة المتذ یذ ب‎ ٠ على حالة المتذ بذ ب غير المتجانس‎ 
غير المتجانس وذ لك باختیار محا ور ملائمة على النحو التالی‎ 
درك = عنس‎ 
کر = كيد‎ )۳۱ - <) 
202 = وس‎ 2 
هنا عند نا حالة ثلاثة ترد دات مختلفة للتذ بذ ب هي ١7ر رده مت ۷ رده‎ 
عرز ۷= س وعطي الحركة بالحلول التالية‎ 
x = A cos ) ردن‎ + ) 
۲ = 3 8 ) تاوس‎ +۵ ( ۳۷۰ <) 
فیس ) 608 0 = و‎ + 8 ( 
مرة أخرى © تحسب ثوابت التکامل الستة في المعاد لا تالمذكيرة اعلاه من الشروط‎ 
الابتدائية ۰ ويقع التذ بذ بالناتج للجسیم کلیا في صند وق متوازى المستطیسسسلات‎ 
في الحالة التي تتناسب‎ ٠ (اضلاعصه 2۸ و 23 و 20 ) ومركزه في نقطة الاصل‎ 
فا ( دنه ووته ووت ) آی‎ 
ده‎ 


u 
کہ 2 = ل‎ (TA — <€) 
و يت إلا‎ 
۰ 27 6 ۳ 78 الجسیم بعد مرور زمن مقداره‎ 
3 


يعود الى مضعه الابتدائي تعاد الحركة مرة اخری ۰ ( افترش في المعادلة 


(؛؟ ۳۸) ان ای‌عامل مشترك قد اختصر) ٠‏ هالعکن » يكون السار مفقيعا 








اذا كانت دض و ته و ده غير متناسبة ٠‏ هده الجالة يهنا ن‌یقسال‌ان 

السا ريملاء متوازى المستطيلات المذ كور اعلاه تماماً » فيعتن الخرانا ا 

على الاقسل - زمنا کافیا » فالجسيم سيعود مقتربا بصورة اعتباطية الى اية نقطة 
في حالاتعديد ة تكون ازاحة محصلة القوة المعيدة السلطة على ذ رة معينسة 

في ماد 2 بلورية صلد ة تقریبا خطية ۰ وقم محصلة ترد دات التذ بذ ب اعتياديا في منطقة 

طيف تحت الحيراء : ۱۰ ۲۲ الى ۱۰ ؟ ۲ ذبذبةفي الثانية ٠‏ 

(؟ ‏ ۸) * حركة الجسيما تالمشحونة في المجالات الكبربائية والمغناطيسية 


Motion of Charged Particles in Electric and Iagnetic 
Tiélds 
عند ما یکون جسیم مشحون کہربا ثيا بجوار شحنات كبربائية اخری 4 تو ثر عليه قوة‎ 


هذه القوة 2 تنشأ من المجال الكبربائي 8 للشحنات المجاورة تسب 
٤(‏ ۳۹( 8و = F‏ 
حیث و تمثل الشحنة الكہربائية التي یلها الجسيم في الس سا ل(۲ 4 


بد ےج 

م 4 
۰ كلو = mn‏ 

(5- ئ ۳ 
أوبدلالةالمركبات 3 

5 «Fy, وبد لمركب‎ 
my = ٩ Ey (f1 € ( 


م2 4 = 1۳07 





(۲) تقاس ۳ بالنییتن و © بالكولم و 8 بالفولت لكل متسر في وحدات 
5 1 16 قاس ۳ بالداینات و 4 بوحدات [لالکتروستاتيك و 8 بالستاتفولت 
سنتمتر في وحدأات 8 . 


١؟١‎ 


مصورة عامة » تكون مركبات المجال د ال لاحدائياتالمضع ‏ * ,7 ,2 . 
في حالة المجالات المتغيرة مع الزمن (اى » اذا كانتالشحناتالتي تولد 8 
تحركة ) فالمركباتتكون ء طبعا » دال للزمن 5 این ٠‏ 

لنفرض حالة بسيطة » ای » تلك التي يكون فيها المجال الكبربائي منتظمسا ٠‏ 
تیاختیار احد المحاور» کالمحور - ± + باتجاءالمجال٠عندئذ‏ 0 = ث8 = ے8 
و 8 = ٠8‏ ومعادلات الحركة » ای معادلات (؟ ‏ ۱ )ه لجسيم شبحنته © 


يتحرك في هذا المجال اذ ن تکون 


2 < 0 
2 

constant‏ = 3-5 = و 
وهذ ه هي تما نفس معاد لات حركة القذيفة في مجا! E‏ 
اذ ن المسار يكون قط ما مكافئً ٠‏ 


برهن في الكتب المدرسية للنظرية الكهرومغناطيسية (۳) 
ان ۵ - 8 ۶ 9 
اذا كانت 8 ناشئة من شحنات ساكنة ٠‏ وهذا يعني ان الحركة في مشل هذا 
المجال تكون محافذاة » اى تتواجد دالة جپد ثم بحيثتكون ۷۵ - =8 . 
والطاقة الكامنة لجسيم شحنته 4 في مجال كبذا تساوى عندئذ كرو الطاقة 
الكلية تكون ثابتة تساوى كو + السك . 

عند تواجد مجال مغناطيسي ساكن 8 (يسمى الحثالمغناطيسي ) 





J. 0. Slater and XN. 8. Frank, 28166 #0- مثلا‎ )۳( 
magmetisn, ۱۵997-11411 و‎ New York, 1947. 


۱! 


تمثل القوة المواثرة على جسيم متحرك بد لالة الضرب الاتجاهي بصورة بلائية » علسى 
النحو التالي 


CF xB) ) 1۲-۲ (‏ و د 8 
حيث * تمثل السرعة و 4 الشحنة (۰۲۴ رالساد لة التفاضلية للحركة لجسيم 


ج ح dr‏ 
١ )1۲ >(‏ ا سن 


تبين المعاد لة المذكورة اعلاه ان تمجیل الجسیم یکون دائما عمودیا على اتجساه 
الحركة ٠‏ وهذا يعني ان مركبة التسجیل المماسة ( 7 ) تساوی صفرا ء ولذ لك 
يتحرك الجسیم بانطلاق ثابت ۰ ريصح ذ لك حتی لوكانت 28 دالة متغيرة للفوضع 


٠ شريصةان لايتخير مع‌الزمن‎ ٣ 








nan. 


(؛ ) تمسح المعادلة ( ٤‏ ۲) ) لوحدات 8 حيث تقاس ۳ بالنیټن ه 
04 بالکولوم » ۲ متر/ ثانية © و 8 الور / متر مربح 6 اما پوحدات دعه 


فيج بان نکب ( هع 7 )( من )ع 87 حيث 7 تقسساس 


بالداينات و و بالوحدا -الالكتروستاتيكيه و ه سرعةالشه تساوى 
٠١×۲‏ یم ثانيةو 8 بالكاوس ( لاحظخ طالهامسش (۲ ) 


۱۳۳ 





لذختبر حركة جسيم مشحون في مجال مغناطيسي نتظم ثابت » لنختار محور س 2 


باتجاه البجال ای ه اننا سنكتب B = KB‏ 


والمعاد لة التفاضلية للحركة تكون على النحوالتالي 


1 أ‎ k 

e FE B= B x 1 2 
ER = 04 0 

0 0 8 


(*3# - )عه = (8غْ + نر + داس - 

همساواة المركهات » تحصل على 
mk = qBy‏ 
nj = ~qBx (tt)‏ 
0 = 


N: 


نصاد ف هنا 4 ولاول مرة 4 مجموعة من المعاد لات التفاضلية للحركة ليست من النسسوع 
القابلة لفرز » ولکن حلا بسيط نسبيا لان بامكاننا تكاملها ماشرة بالنسية للزمن + 


۰ لنحصل على‎ 
mx = qBy + ده‎ 
N = -qBx + ° 
2 = constant = 

او ۰ 
( € ) ام مد 


و 
م5 2 5 


حیث استخد نا الاختصاره شق = ت .وتمثل 8اه ثوايتالتكاسل 


۱۳ 


6 6 
O 2 1‏ العا 
0 سب د ول و كب = 02 ٠‏ وضد تعويض من المعادلة الثانية 


لمجموعة المعادلات  :(‏ ۵ ) في المعادلةالاولی من مجموعة المعاه لات( ؟ ؟٤‏ ) 
تحصل على المعاد لة المفروزة ل_ × التالية 


(£ ا1( هگن = كته با 
062 : 

عيث و = a‏ * وواضح ان حصس هذه المعاد لة هو 

(-۷۰) (ر6 + باس ) ممه 4 + هك ند 


حيث ۸ و 9 يمثلان ثابتي التکامل ٠‏ والان ۾ ادا فاضلنا بالنسية للزيسن 3 
تحصل على 

(A — €)‏ (ی6 + تاه ) جردم ت ول = 2 
وعند تعویض x‏ من المعاد لة المذ كورة اعلاه في الطرف الايسر من اولی معاد لات 
٠١-٤(‏ ) وحن المعاد لة الناتجة للمتغیر 7 ۰ النتيجة تكون 

(4 ب )1٩‏ ( 8 + دس ) صذه ۸ - طا < ل 
حیث تب وت عاط ٠‏ ولایجاد شکل مسار الحركة ه نحذف ا پیسسسن 
المعادلتين ( 4 - 1۷) و (4- ٩‏ ) فنحصل على 


(٠۰ - ٤(‏ م - 0(5 - اک 


اى أن مسقط مسار الحركة على المستوی -ر× هو دائرة نصف تطرها 4 ومركزها 
في النقطة( 5 و ى ) ٠‏ لما كان الانطلان من المعاد لة الثالثة لمجموعة المعاد لات 
(15-5 ) ثابتا باتجاه 2 نستنتج أن مسار الحركة حلزوني الشكل ٠‏ ويكون محسور 
السار الحلزوني باتجاه المجال المغناطيسي كما هو مین في الشكل ٠)17-6(‏ 


To 


ونحصل من المعادلة (؟ ‏ 1۸ ) على 
(غ:- ١ه)‏ (© + ا ) وو مسالل = 3 


عند حذدف 2 بين المعادلة (4 - 1۸ ) والمعادلة )5١  6(‏ تجد ان 
(- ۵۲) 2ق 2ے ے 2س 2و ے 2ن ,+ 2ج 


37 


/ ۱ 


الشکل ٤(‏ ۷ ) 2 
المسار الحلزيني لجسیم مشحون یتحرك في مجال مغناطيسي 


متمویض ‏ #(2 + 32) = رت هنری‌ان نصف‌تطر الحلزون ۸ یکسسون 


كالاتي 
(or 20‏ 12 ب 131 
l1:‏ و ۸ 


اذا كانت لاتوجد مركبة للسرعة‌باتجاه 2 ۰ فالمسار یکون دائرة نصف تقطرها ده 
وواضح ان ۸ یتناسب طردیا مع‌الانطلاق 7 #والترد د الزاوی ده للحركة 
في المسار الدائرى لایمتمد علی‌الانطلای» وتسی د بترد د السایکترون ‏ وقد اخترع 
ارنس امرنس 1/2298 5.٠91‏ آلسایکترون » الذ ی يعتمد بعمله على حقيقة 


۱ "5 


کون ب لاتمتمد على انطلان الجسیم المشحون ۰ 

۹-٤ (‏ ) حركة الجسيم المقید ة Cons trained Motion of a Particle‏ 
عند ما يكون الجسیم المتحرك مقیدا هند سيا بالمفهوم الذ ی يجب ان ییقی فيه علسى 
منحني او سطح معين محد ود © فيقال عند ئذ عن الحركة بانها مقيد ة٠‏ من امثلسة 
الحركة المقيد ة قطعة الجليد الضزلق حول هد اخل انا* نصف كروي او الخرزة المنزلقة 
على سلك ٠‏ والتقید قد يكون كاملا كما في مثال الخرزة او قد يكون من جانب واحد 
كالمثال الاول ٠‏ والمقيد ات قد تكون ثابتة او متحركة ٠‏ وفي هذا النصسسل سندرس 
المقید ات الثابتة فقط ٠‏ 

)١١.4(‏ مماد لة الطاقة للمقید ات الملسا* 

The Energy Bquation for Smooth Constraints 

القوة الكلية المو“ثرة على جسيم مقيد الحركة تساوى المجموع الاتجاهي للقوة الخارجيسة 
۴ وقوة التقید ۸ ٠‏ القوة الاخيرة هي رد فعل المقيد على الجسيم ٠‏ اذن يمكن 





كتابة معاد لة الحركة على النحو التالي ٠‏ 

(4-)ه) + وف و 
01 

اذا ضربنا طرفي المعاد لة عد ديا بالسرمة 7 تحص على 

n AL م.ق ل‎ + (®t) 


سے 


في حالة التقيد الا ملس مثل السطح عد يم الاحتكاك ‏ يكون رد الفعل ۸ عمود سا 
على السطح او النحني بينما تكون السرعة 7 مماسة له ٠‏ لذ لك يتلاشى الضرب 
العددی ‏ *.8 لان 2 يكون عموديا على ¥ ٠‏ والمعادلة (؟ ‏ هه ) 


شد ج 
5 


تصبسح ۴ اتاد ¥( - 


1١ لا"‎ 


لذ لك » اذا كانت 7 محافظة » يكون بامكا ننا التكامل كما في البند (85) 
والحصول على نفس معاد لة الطاقة ای ب 
mv + ۲ (X,¥,2) = constant = 8 )۵1-6(‏ $ 
ای ان الجسیم ولو ییقی على السطم او المنحني» لکنسه یتحرك ٠‏ پمسار بحیسسسث 
تکون الطاقة الكلية ثابتة ۰ وهذ ه طبعا هي حالة التقيد الاملس ٠‏ 

مشال 





رضم جسيم على قمة كرة ملساء نصف‌قطرها ۵ ۰اذاازیح الجسیم قلیلا » ففي اية 
نقملة سوف یترك الكرة ؟ 
ألقوى الموكثرة على الجسيم هي قوة الجذ ب الارضي الى الاسفل قوة رد نلعلل 
السطح الكروى ۸ ٠‏ فمعادلةالحركة اذ ن تكون 
کے هد 
me = ME +R‏ انا 
لنخشر الا حدائیات کما هو مبين في الشكل  >(‏ ۸) »فا لطاقة الكامنة عندئذ تكسون 
۶ 6 ومعاد لة الطاقة تصبح 
8 = 1182 + 2و 





الشكل ( 6 ۸) القوى الموثرة على جسيم ینزلن على كرة ملساء 


۱ 


۱۳۸ 


من الشروط الابتدائية ( 0= ۲ لس و - 2 ) کون 288 - 8 ۰ 


لذ لك » انطلاق الجسيم عند انزلاقسه الى الاسفل یکون 
2g)a = ±(‏ ے 72 
بالان4 اذأ اخذ نا المركبات القطبية لمعاد لة الحركة ء يمكننا كتابة معاد لسة القوة 


على النحو التالي 
2 
+R‏ مك هم - = +R‏ 0 ومه mE‏ لاع BH‏ - 
اذ ن my‏ 
0 مش ng‏ = 8 


ea (32 - 28) 


n R 1۳09۲ Tg 


الموجب‌الی السالب ۰ 

Motion on ۶ Curve الحركة على منحني‎ )١١-4( 

للحالة التي تكون فيها حركة الجسيم ید ةعلى منحني معين ٠‏ فمعادلة الدلاقةسع 
معاد لات المنحني بشكلها البارمترى parametric form‏ 

x = *)8( 7 = 7)8( ه‎ = 2)8( (¥ €( 


تكفي لحساب‌الحرکة ٠‏ ( البارمتر 8 يشل المسافة القاسةعلی طول المنحني مسن 
نقطة مرجعيه اعتباطية) ٠‏ ويمكن ایجاد الحركة اذا اخذ نا بنذر الاعتبار امکانية تمثيل 
الطاقة الكامنة كدالة للمرضح 8 فقط ه بينما الطاقة الحركيةعبارةعن 2فتة. 
أذ ن يمكن كتابة معاد لة الطاقة كالاتي 

#né* + ۲)9( = E (A —€) 

ومن هذ ه المعاد لة يمكن ایجاد 8 (ای × و 7 ,= ) پالتکامل ٠‏ 

وهنأك طريقة اخری » وهي بتفاضل المعاد لة المد کورة اعلاه بالنسية للزمن + واختصار 


۱ ٩ 


العامل المشترك 8 لنحصل على المعاد لة التفاضلية التالية لحركة الجسم ٠‏ 
۱ 0 = ماگ + قس 
وهذ ه تكافي* المعاد لة 


(1۲۰-6) 0 ان - mê‏ 
حيث ,۲ تمثل مركبة القوة الخارجية 7 باتجاه ه ‏ وهذا يعنسي ان 
a‏ 
TES 08‏ 
٤(‏ ۱۲ ) البنسد ول البسیط The Simple Pendulum‏ 


ان ماذ كرناه ترا » يضح بصورة جيدة ۵ بواسطة البند ول البسيط ۰ وهوعبسارة 
عن جسیم ثقیل مربوط بطرف قضیب | و حبل خفیفین غير قابلین للمد او البسط» وتكسون 
الحركة بمستو شاقولي ۰ والبند ول البسیط یکافی* ایضا من الناحية الد ايناميكية الخرز ة 
المنزلقة على سلك داثری املس في موضع شاقولي » كما هو مبین في الشکل (؟ ٩‏ )۰ 





الشكل (1-54) البند ول البسيط 


تمثل الزاهة التي يصنعها الخيط 02 معالشاقول حيث 0 هي مركزاللسار 


الدائری و 2 البرضعالاني للجسیم ۰ قاس المسافة 8 من موضح الاستقراو. 0 
ومن الشكل نوی ان اليركبة و لقوة الجذب‌الارضي يط پاتجاه © هسسي 
و صذه چس . فاذاکان £ يمثل طول البند ول عند ئذ ۵/۸ = © ۰ والمعاد لسة 
0 ع (سمس) دده MS + mE‏ 
اوقد تكتبها بدلالة 6 على النحوالاتي - 
(€ س 1( 0 = و صذه سگ + 6 
ويچب ملاحظة ان الطاقة الكامنة ۷ هي 2ه حيث .= هي المسافة العموديسة 
للجسیم من التقطة 0 6 ایس 
)0 ومن - 1) ظ = mgz‏ = ۷۲ 
(س) mE / - mg £ cos‏ = 
اذ ن 


3 
> و = ۵ s1n‏ هت = (حكك) هذه وت = 0 


لايجاد الحل التقريبي لمعاه لة الحركة التفاضلية ٠‏ نفرض ان 0 تبقى صغيسرة٠‏ 





ففي هذه الحالة 

و = و صذه 
هذ لك تحمل على 
e0 (1 4(‏ +6 
وحل هذه المعادلة » كما رأينا في البند (۲- ۸ ) هو 
( ۲۴۳) (م2 + ارت ) ومه مه = 6 


حیث 4 = رن ور تمثل سعة التذبذ ب‌و و6 هي عامل الطور.اذ ن ء 
الى الحذ الذ ى يكون فيه تقریب © عذه الى © سارى المفعول تکون الحركة 
توانقية بسيطة » وزمن ذبذبتها م1 هر 


1y = - 27 || )۱-4(‏ 
وهي العلاقة البسيطة المشپورة ٠‏ 
(۱۳-4) الحل الاکثر دقة لمسألة البند ول البسيط والمتذ بذ ب غير الخطي 


More Accurate Solution of the Simple Pendulum 
Problem and the Nonlinear Oscillator: 


المعاد لة التفاضلية لحركة البند ول البسيط 
0 = ۵ صذم سه + 6 


ا رو ا SS‏ تاثیر قوة معیسد 2 نجسسر 
المعاد لة العامة في خط مستقیم بد ون تضا ول ی اند اقا 
(۱۵-4) ۵ - ( ¥ )2 + 3 
E Sg E‏ 
حيث التغیر 7 يمثل الازاحة من موضع الاستقرار © بحي ê‏ 
. تتطلب المعاد لات التفاضلية غير الخطية » اعتياديا » بعض الطرق التفريبية لحلبا ٠‏ 
افرض ان الدالة ( ؟ )£ قد فكتكتسلسلةاساسية 862168 ه207 في 2 » 
اى 5 2 ۱ ۱ 
eon ۱ ۲ ۱‏ + + يه + † 2)٩( = a † + a‏ 
عند ثذ المعاد لة التفاضلية للحركة تصبی 
2 
(11-4) 0 < »هه + $7 یو + وه + وره + لیف 
هذا هو شکل مفکوك معاد لة الحركة العامة لمتذ بذ ب غير خطي بدون تضاوال الحسد 
+ به في المعاد لة المذ کورة اعلاه هو الحد الخطي ۰ اذ! كان هذا الحد طانياء 
ای ه اذا كان به اکبر بكثير منالمعاملات الا خریه عندئذ تکون الحركة تقريا 


€۲ 


توافقية بسيطة بترد د زاوی بقداره یه ۰ ولایجاد الحل الاكثر دقة يجب اخذ 
بنذار الاعتبار الحد ود غير الخطية المتبقية ٠‏ 


لتضي ذ لك » دعنا نعود الى مسألة البند ول البسيط ٠‏ فاذا استخد ما 


التسلسلة وم 5 
۰ ۰ د لهاي له وه و ذو 
!5 31 
(U)‏ ۵ - ۵3 عق - و عق +4 
61 4 


كتقريب ثا ن للمعا د لة التفاضلية للحركة ٠‏ نجلم ء قبل كل شي* ان الحركة توافقيسة 
ولنفرش اننا نجرب حلا بشكل دالة جیهیسه بسية مثل ٠‏ 

© ع‎ A coos wt 
فعند تحوها هذه ه في المعاد لة التفاضلية » تحصل على‎ 


0 = وس ذووه ذل سکب - اس 6008 A‏ سل + ی نب cos‏ ب ۸ 
اوعند استخدام المتهابقة المثلثية 
3u‏ 009 + + با وم 3 = u‏ و00 
متجميح | لحد ود » تحصل على 5 : ۱ ۲ 
wt 7 05 wt = 0‏ وم ( سفق - A‏ 3 5 #سي) 
ماستثناه الحالة الاعتيادية 0 = ۸ 6 نری‌ان المعاد لة المذ کورة اعلاه لايمكن 


أن تمع لجميح قيم 5" ۰ لذ لك دالة اختبارنا ا 008 لايمكن ان تکون حلا 4 
بسبب ظپور الحد ات 5 ۰08 في المماد لة المذ کورة اعلاه ه ولكن قد تتضع ان 
الحل الاختبارى بشکل 


wt )1۸ = ٤(‏ 5 ومن 8 + باه A COB‏ » و 


۱۳ 


سیکون تقریبپ| افضل من انه 008 ۸ ۰ وقد ثبت‌ان هذه هي الحالة الخصود ة 
فاذ | عوضنا الحا ل المذ كور اعلاه في المعادلة (۲ ۲ 1٦)ء‏ تحصل »© بعد اڪ 
عملیات مشاببة للمملیات السابقة » على المعاد لة التالية - 
3 
مه 3 موه ( سفق B~‏ سقف + 2س cos wt + (-9B‏ (سفگ - 4 س + 2 وس 
۰0 ل 2 مرفيعة لقوی اکبر » واعلی مضاعفات ل 8 نت ) + 
اذا امكن وضع كل من معامل الحدین الاولين لجيوب التمام سایا للمفر کل على 


انفراد ١٠اىان‏ 
3 3 
0 = سھگ ل و مگ EA‏ _ 2 
B‏ 2 نه و و0 = N‏ س A‏ 
من المعاد لة الاولی 24١‏ 1 84 4 
2 
)1٩-4(‏ (ھ - 1) ھگ ۔ 2س 
من قيمة “صت هذه 6 نجد من المعاد لة الثانية ان 
A‏ ر 1 5 
ات کے سول 5ه بت 8 
192 ( که 27 + 3)64 
الان ء من معاد لة حلنا الاختباری (۱۸-4) نوی ان السعة ر9 EE‏ 
- 4 = 
4 عره 


معنی المعاه لة (4--11) الان واض ۰ ويعتمد ترد د التذ بذ ب‌علی السعة ۰ 


هالحيفة يننا کتابشته , 
3 ‡ - 1( قل مه س 


١55 


أو لزمن الذ بذ بة 2 ور | 00 
و لز بذ 02# ‡ - 1) سح 77 2 للك = 1 

04 | ۳۳ 
(-۷۰ ) ده + 05 چچ + 1) سکب 27 ويديف 


(... + که عل + 2)1 سد 
حيث ىلا تمثل زمن الذ بذ بة لسحة مقدارها صفر كما حصلنا على ن لك في ا کته 
(۰)۱۷-6ان التحليل السابنه وان كان على نحو لايمكن مصسه أتكار عدم اتقانسه 3 
الا انسه يرضح مظبرين جوهرين للتذ بذ بالحر تحت تاثير قوة معيدة غير خطيسة ۵ 
وهي أن زمن ذبذية الاهتزاز هي دالة لسعة الاهتزاز 6 ثم التذ بذ ب لیس تما پتسا 
داله جيبيسه وانما يمكن اعتباره تداخاد من خلیط من التمافقیات harmonics‏ 
ويمكن البرهنة على ان الاهتزاز لجہاز غير خطي ٠‏ مد فوع بقوة د افعة جيبيسه تقية 
سيكون مشوّفا ايضا ٠‏ ای انسه سوف يحتوى على توافقيات ٠‏ فمثلا مكبر الصوت لمسستلم 
الراديواو جہاز الباى ای قد يحد ث تشويبا (توافقيات) فوق على تلك التي ادخلت 
من اجپزة التكبير الالكتروني ٠‏ 
(4-؟ ۱) الحل الدقيق لحركة البند ول البسيط بد لالة التكاملات | لموجزة 
Exact Solution of the Motion of the Simple Pendulum‏ 
by Means of Blliptic Integrals:‏ 


يمكن كتابة معاد لة الطاقة من تعبیر الطاقة الكا منة للهلد ول البسيط كالاتي ‏ 
(-۷۱)* و = )0 #m( £0) + mg £ (1 - cos‏ 
اذا سحب البند ول جانبا بزاية .© (السعة) واطلق ( 0 = 9 )ء٠‏ عندشذ 
( و9 ومه - 1 ) لاه = 8 ٠‏ تصبح المعادلة المذكيرة اعلاه بعد تقل 
الحدود والقسمةعلى “= ٠على‏ النحوالتالي ‏ 


۰ 
(cos 9-8 6) ) ۷۱-(‏ 3 ع عه 


عند استخمال التطابقة ( ۵/2 )1-2511 ۰٥8‏ » يمكن کنابتما كالاتسي 


۱ 


0 ۱ 
7:0 ) ) له تمزه - في مدہ) قد - 2ن 
من المناسبتمثيل الحركة بدلالة المتغير / المعرف بالمعادلة 


(YL)‏ له مده لج - توب ید = م مده 
وندتفاضلها بالنسبة للزمن * ٠‏ تحصل على 

(Ye)‏ د (-8) ومه لل = 8 (0 ومة) 
من المعادلتين (۲۲-۲ )و (72-54 ) يمكننا تحول المعادلة (4--۷۳) بسهولسة 
الى معادلة مناذرة بدلالة ثم »ای 

-71) ( صد ۶× - 1) عق د 22 


عندئف يمكن أيجاد العلاقة بين 6 و * بفرز المتغيرات والتکامل 


۱ ۱ 8 
E‏ (6 ,)7 ۳2 - سپ لیس [ ۳ = 
8 (8“صذو “م )1‏ ك 5 
يسن الدالسة 1 ۶ 
م رم گصده 2 - -1) = F(k, û)‏ 
پالتکامل الموجز الناقص من النوع الا ول Incomplete elliptic integral-‏ 
of the first kind.‏ 
ويحسب زمن ذ بذ بة البند ول بملاحظة زيادة © من 0 الى 01 بربح دورة واحدةه 
لذ لك نری ان 6 تتغيرمن 0 الى س بنفس الفترة الزمنية ٠اذ‏ ن يمكننا 
2 
ويوى اس یت زد 
زم (1-k sin?‏ 0 
T/2 1‏ 
وتسس الدالة (77/2 ,)۴ = فة *(م مذو م-) ا = K(k)‏ 
0 


۳9 


بالتکامل المیجز التسام من النيع الاول ٠‏ وهناك جداول 2*7 رتبت فيها تيسم 
التکاملات الموجزة ٠‏ على اية حال یمکن ایجاد علافة جبرية قربة وذ لك بفك تکا سل 
المعادلة (۷۸-6 ) پاستخدام نظرية ذا تالحدين ه والتكامل حدا نهدا ۰ 


ن 7 
0/7 .بو موه کی جاگ ا 4 n=‏ 


: ا‎ 
= 7 7-9 r REE ) ) Y۹ ٤( 


والان لقيم صغيرة للسعة ره ٠‏ نحصل على 


N 


9 
9 بحم 2 ماه ع 


عد عر 
لذ لك يمكننا كتابة التقریب 5 
0 1 
aa) )۸۰ — <)‏ + ستيب + 1( 3 7 مح م 
الذ ی یتفق معقيمة ۲ التي استنتجت في البند السابق ٠‏ 
شال 


جد زمن ذ بذ بة بند ول بسيط یپتز بسعة (۲۰ ) درجة ٠‏ استخد م جداول التکاملا ت 


الميجزة » قارنبا ایضا مع القيم المحسوة با لتقريبات المذ کورة اعسسلاه ۰ 





(۵) انظر في کتاب İf. Iiilne-Thomson, Jacobian Elliptic‏ من 
Function Tables, Dover, New York, 1950, or 8. 0. ۳61200,‏ 
A Short Table of Integrals, @inn, Boston, 1929.‏ 


۱۲ 


k = sin 10° = 0.17365 ٠١ للسعة‎ 


و 8 0.17453 = 6/2 
النواتع هي تنا يلي 
من الجداول والمعاد لة (--۷۸ ) 
)6.53512( ع/ = K(10°)‏ ع/طا 4۱ = 2 
من المعادلة ۷۲۹-۸ ) 


(6.3506) ع ۷ = (109 sin‏ + + 1( ۷ 27۷ = 1" 
من المعاد لة (-۸۰) 


)5.3310( 2/6 / = (۰۵2/26+ 1( 27۷۷6 = 1 
العلاقة الابتدائية )6.2832( عل | = |27 = 1 


(5ه١)‏ مسألة تسا وى الزمن The Isochronous Problem‏ 


من المتع تحرى السو؟ال فيما اذا كان هناك منحن بقید ام لا * بحیث‌یتذ بذ ب فيه 
الجسيم تح تأثير الجاذبية الارضية بازمان متساهة ٠‏ ای بزمن ذبذبة لايعتسمد 


على السمة ۱ ¥ 





الشکل (۱۰-4) القوی الموءثرة في حالة تساوى الزمن 


١4 


مین في الشكل (۱۰-4) ٠‏ عند ثذ تكون مركبة الجذ ب‌الارضي باتجاه الحركسة 
© صده عت والمعاد لة التفاضلية للحركة على طول المسار المقيد ( افرضه املسس ) 
عند ثذ تكون 

mê = -mg sin ۵ )۸۱-( 


ولکن اذا كانت المعاد لة المذ كورة اعلاه تمثل حركة توافقية بسیطة على طول المنحنسي ٠‏ 


فيج بان تحصل على ك 
(AY —€)‏ واه = و2 
(AF —f€)‏ 


sin ۵‏ © = و 
سيسبب حركة توافقية بسيطة ٠‏ 


الان يمكننا ایجاد “او ۳ بدلالة © من الماد لةالمذكورة اعلاه كالا 


ي 

(ce cos 9(‏ (۵ ومه) = کل ع جک 
اذن 
)£ ۸۲) (20 جع + 29) سك = 8۵ و گووه | ۲ 
پالشل (۵ ومه ه) (ه صذو) - كعك لهك - لك 

9 08 d@ 

وهمكذ!| 
(A — <€)‏ ش 28 همه لك = هوه ومه ۵ دته 6 ل ۲ 


تمثل )]٤(‏ ۸) و (54--15) معادلات‌البارمتر الد ریری 701010 ٠‏ لذ لسك 
سيسبب المنحني ا لمقید الذ ی على شكل دیوری حركة تتخیر فی ہا 8 توانقیا مح الزن 


۱:1 


وسوف لايعتمد زمن الذ بذية على السمة ۰ وكنتيجة طبيمية » نری ان الجسیم الذی. 
يبدأ من السکون على منحن د ویری املس سیستفرق نفس الزمن لیسل الى القصر 
بغض النظرعن نقطة البداية ٠‏ 

لقد اكتشف الفيزيائي والرياضي الہولند ی کرستیان هيكن8628 87 ۵۳ھ 6+1 1صط0 


الحقا ی المذ كورة اعلاه لعلاقتپا بالمحا ولات التي اجراها لتحسين پند ول الساعات ٠‏ 

كذ لك اكتشف نظرية المحلات‌الپند سية لمراکز الانحنا* ( هه ) ووجسد ان 
المحل الپندسي لمرکز ائحنا» الد ری هو د ویری ایضا ٠‏ اذ ن عند تجپیز البنسد ول 
(بحد ود ) دورية » فان حركة كرة البند ول © يجب ان تتبح مسارا د يريا وزسسن 
الذبذبة اذ ن لايعتمد على السحة ۰ مالرغ من براعة الاختراع» الا اضه لم يستغل 
اید! في تطبیقات علية ٠‏ 

The Spherical Pendulum البند ول الکروی‎ )۱1-6( 


من امثلة الحركة البقيد 2 الكلاسيكية حركة جسیم على سطح کروی املس » كا نسزلاق 
كتلة صغيرة داخل وحول اناء كروى املس ٠‏ هد تمثل الحالة بصورة ملائسة بواسسطة 
كرة تقيلة مربوطة في نهاية وتر او قضیب غير قابل للمط او البنط وتتأرجح بحري ة با ی 
ائجاء كان حول نقطة ثابتة ٠‏ كما هو مین في الشكل )١١-4(‏ وهذا يسمى بالبندول 
الكروى 





الشكل )١١-5(‏ البند ول الكروى 


الحل آلتقريبي بالا حدائیات الدیکا رتیه 


هناك قرتا ن توثرا ن على الجسم ه هما قوة الجذ ب الارضي التي تتجه نحوالاسفل 
وقوة الشد 8 في القضیسب القيد او الور ٠‏ عندئذ تکون المعاد لة التفاضلية للحرکة 
(A1)‏ 6 
اذا اخذ نا المحور - 2 بالاتجاه الشاقولي » تكون مركبات معاد لةالحركة بد لالسة 
الاحدائیات الدیکارتیسه ۵ على النحو التالي 
n = 5‏ 
(4- م 
my = Sy (AY‏ 
me‏ - 8 = 25 
ويمكن ایجاه حل تقريبي بسپولة عند ما تکون الازاحة عن مضع الاستقرار مغيسرة 
جداء حیث‌یکون قدار الشد ثابتا تقريبا ومساءيا الى عه ولما كانست ۶ > | *| 
2 > ]| 
الخربة التا لية 


و 60ے عندئد مركبات × و3 للشد 8 تعدلی با لعادقات 
ساف برس مد سک ہو عح 
و 5 7 6 Sy‏ 


والتي يمكن تحقيقها بسپولة من هند سة الشكل ٠‏ ومعادلات × - لإ التفاضلية 


0 = × لگ + 
(AA - €)‏ 0ع ير سق + ون 
وهذ ه مماثلة لمعا د لات المتذ بذ ب‌التوافقي ذ ى البعدين الذ ی سبق وان بحثناه في 
۷-٤ (‏ ) والحلول هي 
X= ۸ 008 ) wt + 2» ( (۸۹1 €(‏ 
B cos ) wt + /5 (‏ = ن 
)٩۰- ٤(‏ 


e 


۱ ۱ 


كما في البند ول المستوی البسیط ٠‏ 
الى الحد الذى تكون فيه تقريباتتساسارية المفعول » يكون سقط الحركة على المستوی 
ب لز × قطعا ناقصا٠‏ هناك » طبعاه حالات خاصة يكون فیپا السقط خطا 
مستقيما او دائرة ويعتمد ذ لك على الشروط الابتدائية ٠‏ 
الحل باستخدام الاحداثيات الكروية 

سنستخدم الاحداثيات الكروية كما عرفت في الشكل )١١-5(‏ لمعالجة البند ول 
الكروى بدقة اكثر من التي ذكرت اعلاه ٠‏ هناك للشد 8 مركبة قطبية واحدة قلط 
بينما للقل mg‏ مركبتان قظبية © 009 286 ومستعرضة © 812 عص لذ له 
يمكن تحليل المعاد لة التفاضلية للحركة بالاحد اثيات الكروية على النحو التالي _ 


ma, = Fy = Mg cos @ - 8‏ 
sin 9 (۹۱ ٤(‏ هه = mag = Fg‏ 
0 = ما = 2 
سبق وان استنبطت مرکبات التعجیل الثلاث .يه موه ,یمه في الفصل الثانسي » 
البند »)٩-۲(‏ ولما كان التقيد هو r= X = constant‏ 


فيمكننا اهمال المركبة القطبية للتمجیل » والمرکبتان الاخریشان تصیحسان _ 
sin © cos ۵‏ ل - 5 = ود 
و cos‏ 8۵۵ 2 + و ay = 2 ۵ sin‏ 
معد نقل الحد ود واجراء الاختصارات الضرورية تصبح المعادلات التفاضليسسسسة 
في © , 6 على التحوالتالي س 





)٩۲ ۰ (‏ 0 = ۵ جذه يق + و ومه و صذه 72 - و 
(؟ ۳( 0 = )0 وذو 0 نف 1 
01 9 817 


عند كذ یمکننا كتابسة 


(1-؟و) قم 
5 
عندتصویض قيمة ۸ المذكورةاعلاء في المعادلة (95-4)» نحصل علسسى 


المعاد لة المفروزة ني © التالية س 
)٩۵ -4(‏ و - فیقتد ۶ - ه مدو سگ + چ 
2۵صده 1 


من المستحسن تناول پعض‌الحالات الخاصة في هذا الصدد ۰ اولا اذا كانت الزاية 


ثم ثابتة »عندئذ 0= 4 ولذلك 0 = ط ۰ اذن تصبح المعادلة 


)٩۵ -)(‏ كالاتي ب ۵ = ۵ سده سگ + 6 
وهذ ه هي با لضبط المعاد لة التفاضلبة للبند ول البسيط ٠‏ والحركة تحد ث في 
المستوی (ثابت ) û, = constant‏ = ۶ 


الحالة الخاصة الثانية هي البند ول المخروطي نا 25626111 conical‏ 
الذىفيه (ثابت ) #صعتهدهه ع ر۵ = ۵ ٠‏ رفي هذهالحالة 0= 6 


و 0 م ١‏ لذلك تختصر المعادلة (154)الى 


cogs ۵‏ 5 
0 ے سوست كط - ر9 وه سب 
sin 9‏ 1 
۱ 
و 
فينع عقت 202 
(95-4) 60 860 مه sin‏ 7 = كط 


من قيمة ظ المبينة في المعاد لة السابقة » نجد من المعادلة (15-5) 6 ان 


2 = 3 sec ۵ ٩۲۷-( 


كشرط لحركة البند ول | لمخروطي 


or 
يمكن كذ لك استنباط المعاد لة انسابقة » اذا اخذ نا بنظر الاعتبار القوى المواثرة على‎ 
التعجيل ثابسست‎ ۰ )١۲-۲( الجسيم في حركته الدائرية » كما هو مبين في الشكل‎ 
٠ البقداره ای (ر٩ ذه 2 )- دل م ويتجه نحو مركز السار الدائرى‎ 
أ ع ا ارات الاشيةبالعيروية ل علی‎ 
5 sin م‎ =(mlsin 9, 5 (۹A = €( 






5 cos 9 = mg 


وعند حذف 8 بين المعاد لتين نحصل على المعاد لة )٩۷-۶(‏ 


الشكل (» - ۱۱) 
الحالة المخروطية للبند ول الکروی 


لنفرضالان الحالة التي تکون فیپا الحركة مخروطية © الى حد بعيد ٠‏ ای ه تبقسی 
قيمة © قريبة من‌قيمة ر9 ۰ فاذا عوضنا عن قدار گظ من المعادلة (4 - ۰)۹۲ 
في المعاد لة التفاضلية | لمفروزة في © ١‏ اى المعادلة( ٠١-٤۲‏ ) فان النتيجطسة 
تکون 


n cos © 
(44 


elmo 7‏ 0 مس - 9 nذھ)‏ عقف 


(ت۱۰۰) نه - ۵ = 
مغك القوس في المعاد لة (۱۱-4) كتسلسلة اساسية في ؟ قا للعلاقة القياسية 
التاليسة 


۶) $) = £(0) + £ (0) + + £“) 0( 0 


$ of 


7 
لجد بعد اجراء العمليات الضرورية » ان 0= (8)0وم8608 +ى9 cos‏ 3= (2)0. 


ولما كانت تبمنا الحالة التي تكون فيا قيم * صغيرة ه فسنهمل ؟ المرفهةالى 
قوى اكبر من واحد ٠‏ هذ لك نستحليعكتابة المعاد لة (11-4) على الشكل التالي- 


(۱۰۱-4) 50-0 + 
حيث ۵ 906 +9 8 ع ۰ فالحركة یدلالة ؟ او © اذن‌تکسون 
(؟١٠١)‏ ( 6 + 4 سل ) دهه م؟ ره - و ؟ 


اذ ن تتذبذب ۵ توافقيا حول القيمة م60 بزمن ذپذبة مقداره ل 


/ 7 1 0 
1 - 27 | = 27 | (1*۳ €) 
E 8(3 cos 0, + sec 650) 1 


والانقيمة ثم » من المحادلة (15-4) » لاتتخیر كثيرا عن القيمة البينة في 
الحركة المخروطية الصرفة للم » لذ لك‌تزداد 6 باستمرار خلال تذبذب 9 حول 


0 . قد وضح مسار الجسيم في الشكل (؟ ٠)١‏ وتزداد قيمة زا وي ةالسمث ‏ 
خلال ذبذبة واحد ة كاملة للزاوية © بمقدار 





من قيم ول و .1 المذكورة اعلاه » نجد بسهولة ان 

5 = 27 )5 ىه 2همه‎ + (8 )۱۰ ٩) 
لنفرض ان © تمثل نصف‌قظر الدائرة‌عندما تكون م۵ < © كما هوین‎ 

أي الشكل (> -۱۲) ٠عندئذ‏ 2/42 م- 1م2056 هناء على ذ لك يمكن كتابة 


المعادلة (> > ٠١‏ ) على النحوالتالى 3 52/۵27 -4) 27 = .8 


اذن 1 اكبر من 77 بقليل ۰ مغك القوس لقوی م » لجد ان الزيادة 6 له 





الشكل (1 -۱۳) 
السقط علی المستوی -- ۲ » لمسار حركة 
البند ول الکروی 
برهنا في بداية هذا البند » ان مسقط مسار كرة البند ول على المستوی ¥ × یکنسون 
تقريبا قطما ناقصا » اذا کات الزاية © صغيرة ٠‏ يمكننا الان تفسير النتيبجسة 
السابقة لتعني ان محور القطع الناقص الاكير غير مستقره وانما تقد م0000560-تباتجا » 
ازدياد 6 ۰ حيث يد ور محور القطع الناقس بزاية ۵ ۵ خلال كل ذبذبة کاملسة 
في © ٠‏ كما هومبين في الفكل ( 6 - ۱۳) . 
اعتبارات الطاقة ‏ ظيات الحركة الشاقولية 
Energy Considerations e Limits of the Vertical Motion‏ 
من المستحسن استخدام معاد لة الداقة ه لايجاد العلاقة بين سعةالذبذبة 
الشاقولية للبند ول الكروى مرمترأتالسألة » بد لالة رموزنا ه تكون الطاقة الكامنة 


© همه ۶ هت = ۲ 


١ 5 


لايجاد الطاقة الحركية * نستخدم مركبات السرعة بدلالة الاحداثيسات الكرميسة 
والتي هي (۵ صله تجد ,أتدر) ۰ اذن ه لما كانت نابت ع 2 = +١‏ لذلك 
تحصل علی (۵ #صده ۵۸2862 + 202ل)سة مد = 7 . 
عند ثذ تصبح معاد لة الطاقة 


Ta 
2 


لنحل المعاد لة المذكيرة اعلاه ل # ۰ لانجاز ذ لك » علينا استخدام العلاقة 
التي استنبطت‌سابقا ه والتي © صده/ = ۰6 ولنفرض ایضا ان ت = © ۵0۵ . 
مذ لك تكون النتيجة 





E = “ذه 1 + و(‎ 0) - mg 5 9 (۱۰٦۹1 ( 


2 28 ع‎ 
9° = 395 5 n = f ( ٠١ ¥ بت‎ 3 
ml 1 u ۳۳ (u) 


وجذ ور المعادلة 0 2ت ()2 تحطي غایات‌او تقاط رجوع التذيذ ب في ۵ فلان © 
تتلاشی لبذ » الجذ ور ۰ والحركة تنحصر لقيم © التي تكون فيها (1)* غير ساليسسة ٠‏ 
لذ لك یقح التذ بذ ب الشاقولي بين داثرتين أفقيتيسن ٠‏ انظر الشكل (؟ 2015 فلي 
الحالة الخاصة التي یتساوی فيا الجذران الحقیقیان عندئذ تنحصر الحركة بدا شسرة 
منفرد 2 أفقية ۰ 


ای اننا تحصل على حالة البند ول المخروطي ٠‏ 





الشکل ( 4 )١4-‏ 
تضيح الحركة الشاقوالية 
للبند ول الروى 


تما ريسن 





- پایجاد الدوران ( ده ) ه بيّن أي من القوی التالية محافظة‎ ١ ٤ 


8) FT = joys 5 و‎ + koxy 
(b) F = oye + oxy + ومع‎ 
اس‎ ox ® 
(o) F = 4 + یز - کو‎ 

(a) 51 ۳ ix + + ks 


XFIT 


ارچ ۔ وتو 7 ری 


> + 7 + 1 
(£) 


(2) 


دا 
01 


|3 ود 


l/r 

ke”‏ +( )م + (0=7 م1 ل 
حيث ۵ # a‏ 

كما في ( ۾ ) ولكن ضح عه (ط) 
؟ س۷ جد دالة القوة التي ترافق كلا لوو 2 مسمس و 

(a) ۲ = (× e 

(b) ۲ = ax + bxy + په‎ 

(o) ۲ = دروم‎ 

(a) 7 = e3 (x+y+z=) 

ربب )دور = 7 (e)‏ 

(£) ۲ = k(x + y + زم‎ 


1 -۲ جسيم كتلته لد يتخرك يفي مجال قوة دالة جبدء وه برط + جع = ۲ . 


اذا مر الجسيم من نقطةالاصل بانطلاق ,+ فما هوانطلاقهعندما يمر في 


النقطة ( 1 و 1 و 1 ) ؟ 

؟ ٤‏ بين .ان تخیر الجاذ بية مع الارتفاع یمکن حسابه .قربا من دالة الطاقسة الکامنسة 
التاليسة رس - 1) مهس = ۲ 
حيث 2 يمثل نصف قطر الارض ٠‏ جد القوة من دالة الجهد المذكيرة اعلاه ۰ ومنپسا 
جد مركبات المعاد لات التفاضلية لحركة القذيفة تحت تأثير قوة كبذه ٠‏ 


؟ ‏ ۵ افرض د التي القيتين التالیتین - 

(a) F = ix + jy (b) F = ûy - x 
قان ”.۳ لايعتمد‎ ٠ پین ان ( 8 ) محافظة وان ( ظ ) غير محافظة‎ 
على مسار التکامل ل ( 8 )ه ولکنسه یعتمد ل( 2 ) » باخذ مسارین بدایتیهسا‎ 


نقطة الاصل (۵ر ۵) ء ونهايتيهما النقطة (۱ ر ۱) ۰ لاحد السارين خذ المستقيم 


٠ × * <‏ وللمسار الاخرخذ المحور ‏ * حتى النقطة ١(‏ ر0) ه ثم خف المستقيم 
۱ الى النقظة ( ۱ر۰)۱ 

؟ ‏ ۱ في التمرين (؟  )١‏ * جد دالة الطاقة الكامنة للقرى المحافظة ٠‏ 

؟ 7 اطلقت قذيفة من نقطة الاصل» بانطلاق ابتدائي رج مميل ۵ معالافق ۰ 
اذا اهملت ءقاومة الپوا»» واعتبرتالارض مستوية * برهن ان القذ يفة ستضرب الارض على 

مسافة ۱ ۱ 0 هذه ۲ 

من تقطة الاصل ٠‏ هذه المسانة تضصسمی بالمدی الانني . 5 

» ۸ في التمرين (؟ 7 ٠)‏ اذا كانت قاومة الپوا* خطیه + فبرهن على ان التقصان 
' في المد ى الافقي من نقطة الاصل يسا وى تقرييا 


43 J gin ۵ ماه‎ 8 


؟ ٩‏ انقذ فت جسیمات من الطین من الحافة العلیا لعجلة متد حرجة ۰ اذا كان 


o‏ الاتطلاق الامامي للعجلة ونصف‌قطرها ظ ‏ اثبت‌ان اعلی ارتفاع یمکن‌ان 
يصله الطین فوق سطح الارض هو 2 
2آ ۲ 
2-7 + جو + b‏ 
0 


في اية نقطة سيترك | لطين محيط العجلة المتد حرجة ؟ 


٠١-5‏ وضعت بندقية في اسفل تل انحداره ثابت وليكن ثم ٠‏ يرهن على أن مدی 


البندقية القاس اعلى انحدار التل هو 
cos © sin (© - 0)‏ 2 
حيث ۵ تمثل زاوية ميل البندقية ٠‏ ۵ 5062 م 


؟  ١١‏ اثبت‌ان اعظم قيمة لمدى الانحدار في التمرين السابق هو 
(6 سذه + 1) ۲2/۵ 

1١‏ اكتب مركبات المعاه لة التفاضلية لحركة القذيفة » اذا كانت .قا ةالبياهء 
تتناسب مع مربع الا نطلاق ۰ هل المعاد لات‌قابلة للفرز ؟ بين أن مرکبة سے 2. للسرعة 
هسي a‏ 3 م = x‏ 
حيث 8 هي المسافة التي قطعتها القذ يفة على طول مسار الحركة ۰ 
٤‏ ۳ اذا علمت ان" 8۵0 2 عاتن لمتذ بذ ب توافقي معين موحد الخواص يتحسرك 
في بعدين ٠‏ راذا كانت الشروط الابتدائية هي 

0 ع 2 ee‏ 2 = م2 
0 4 = و۲ هه 2 = و7 

جد ثوابت مسار القطع الناقص وارسم القطع الناقص . 
١55‏ ضعت ذ رة بد اخل بلورة شبكية بسيطة مكعبة الشكل ٠‏ اذا كان تالطاقة 
الكامنة للتصادم بين ای ذ رتين من النوع حير حيث »6 و6 ثوابت و م« المسافة 
بين الذ ر تين ٠‏ اثبتان الطاقة الكلية للتصادم لذ رة معينة معالذ رات الست العائدة لها 





والقريبة منها تقرییا تساوی جهد متذ بذ ب توا فقي ذ ى الابعاد القغللائة 
أى ب (2ع + تج + 2«) 8 + ود ۲ 

حیث ۸ وظ ثوابت ۰ ( ملاحظة - افرض ان الذ رات الست المجا ورة ثابتة اضعا 
هي النقاط (0 و0 بك ± ) ,(۵:0+:0): (۵+ ,0:0 ) والازاحة 


( ± ,¥7 ,× ) للذرة من مضع الاستقرار ۱ 0,0,0 ) صفيرة بالقارنة مم ۵ ) ۰ 
؟ ‏ ۱۵ جسيم وحد وی الكتلة یتحرك في جهد متذ بذ ب توافقي ثلائي الابعاد. وير 
موحد الخواص 452 + 222+ × = ۲ فاذا مر الجسيم في نقطة‌الاصل بانطلاق 
مقداره واحد ماتجاه ( ار ار ۱ ) في الزمن 0 = 8+ جد رورت كدوال للزسن ۰ 
؟ ‏ ۱۲ يتحرك الکترون في مجال قوة یتکون من مجال کهرباي منتظم, 8 مجال 
مغناطيسي منتظم 8 عمودیا على 8 ٠‏ افرضان 8-18 و 29 ٠‏ يفذ 
موضع الالكترون الابتدائي في نقطة الاصل مسرعة ابتدائية م37-ر۰7 ماتجاء 
جد محصلة الحركة للجسيم ٠‏ واثبت ان مسار الحركة هو الد ويرى 


a sin زاب‎ + bt 
c(1 - cog Wt) 


» 


xX 
J 
2= 0 
ويستغاد من الحركة الد ريرية للالکرون في المكنترون 286268202 وقد استخدم‎ 
٠ الصمام الالكتروني للحصول على موجات راد يوة عالية الترد د‎ 

؟ - ۱۷ ۰ وضع جسيم على جا نب كرة ملساء نصف قطرها < على سافة 0/2 مسن 

مستواها المرکزی ٠‏ عند انزلاق الجسرم اسفل جانب الكرة ه فبأى نقطة سوف يتركبا ٠‏ 
) - 1۸ ۰ تنزلق خرزة على سلك محلزن املس محوره شاقولي ٠‏ فاذا كان تصف قشر 

الحلزون 5 وهناك × لفه في وحدءالطول ٠‏ جد تعجيل الخرزة کدالسة للزمن ٠‏ 
افرض ان الخرزة تبدأ من السکون ۰ 


اد 


۱٩ 4‏ تنزلق خرزة على سلك دائری املس نصف‌قطره تا ٠‏ فاذا كان مس_توى 
الحلقة شاقوليا » وابتدأت الخرزة من السكون من نقطة بمستوى مركز الحاقلة ٠‏ 
جد انطلاق الخرزة في الاسفل ورد فعل السلك على الخرزة في هذ ه النقطة ٠‏ 
٠٠ >‏ في التمرين السابق جد الزمن اللازم للخرزة حتى تنسزلق الى اسفل الحلقسة ٠‏ 
اعتبر م ساي الى ٠١‏ سم ٠‏ 
؟ ‏ ۲۱ استخدم بند ول بسيط في تجربة مختبرية لايجاد قيمة م » اذا كانت سعة 
تذ بذ ب‌البندول ۳۰ " » جد الخطأ الذ ی يسببه استخدام العلاقة الابتد اثية التالية ‏ 
5١ >‏ بند ول کروی طولسه متر واحد یصنع ذبذيات صغيرة حول الزاية المخروطية ۰9 
اذا كانت م© تساوی ۳۰ * ء جد زمن ذبذبة الحركة المخروطية ه وزمن ذبذبة © 
حول 9 وزا هة التقدم ۵ ۵ ب 
۲۲-6 برهن على ان الجذ رين الحیقبین للمعادلة 0-(2)3 ه ای المعاد لسسة 
(> -۱۰۷) يتساميان في حالة البند ول البخروطي ٠‏ 
؟ - ۲۲ ثبت سلك بند ول کروی طوله £ في موضع ابتدائي بحيث يصنع زاوية ٩۰‏ * 
مع الشاقول ٠‏ فاذا ابتدأت الكرة بسرعة افقية م۲ عمودي) على السلك ٠‏ ركان 

رج 2 » 7 
جد اوطا مستوی تصلسه كرة اليد ول خلال حرکتپا ۰ | تلمیح - من الشسروط 
الابتوائية ۵ 0 = نا هي احدى جذ ور المعادلة 0= (ه)۶] ۰ 


۱1 


الفصل الخامسسس 
حركة المحاور المرجعية Moving Reference Systems‏ 
من الافضل » في اغب الاحيان استخدام محاور متحركة لوصف حركة جسيم ٠‏ 
فباالرم من حركة الارض ود ورانپا مثلا یفضل استخدام محا ور مثبته فيها لدراسة 
حركة القذيفة ۰ 
۰۵ ) حركة المحا ور الانتقالية 58166171 Translation of the Coordinate‏ 
أن حركة المحاور الانتقالية هي ابسط انواع الحركات٠‏ ففي الشكل (۱-۵) تمشل 
52 المحاور الاساسية (فرضت ثابتة )و 07722 المحاور المتحركة٠‏ وفى حالة 
الحركة الانتقالية تبقى المحاور المتعاقبة 05 و ×0 وهلم جرا » متوازية٠‏ فاذا كان 
يمثل متجه موضع الجسيم في المحاور الاساسية اوالثابتةهو 2 فسي المحاور 
المتحركة » كانت . 20 ثمثل ازاحة نقطة الاصل المتحركة 90 ٠اذن‏ 


(ه-١)‏ 2 و + 2 






الشكل (ه )١‏ 
العلاقة بين متجهات المضح لجموتي 
محاوره يتحرك كل منهما حركة 
انتقالية محضة بالنسبة للاة ر 


٠ 


۱1۳ 


عند اخذ مشتقة الزمن الاولی والثانيةه نحصل على متجهي السرعة والتعجيسل*. 


ای 

(ه-١) T= T+ To‏ 
A= 2 + Ao )۲-۰(‏ 
حيث م۲ و ۸ يمثلان سرعة وتعجيل نقطة الاصل المتحركة علی‌التتالي و * ,8 


سرعة تمجیل الجسیم 2 في المحا ور المتحركة على التتالي ۰ 
في الحالة الخاصة » عندما تکون المحا پر التحركة غير معجلةه اى 0 = ره 


۵ ع 4 
ای ان » التعجيل متساو في مجمعتي المحاور » وهذ » تصح فقط في حالة انلع دام 
آلحركة الد ورانية في المحا ور المتحركة ٠‏ سوف ند رس مرضي الحركة الد ورانية في البند 


عند تل 


(ه ۲) القادم ۰ 
۲۵) القوی الزائفة Inertial Forces‏ 
اذا فرضنا أن قانون نين الثاني ا 
لت ع ۳ 
يصح في المحاور الاساسيةه عند ثذ 4 من المعاد له (۵--۲) 6 معاد لة الحركة فسني 
المحاور المتحركة» تکون 
mA = ma ( f٥ (‏ - 2 


ان ن يمكن اخذ تعجیل المحاو المرجعية م4 » بنظر الاعتبازه وذ لك باضافة الحد 
inertial tern‏ . 
فاذ| رغمنا ه فیمکننا كتابة 


n ۷ = ma ) ۵-۰۵ ( 
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لمعا د لة الحركة في المحام المتحركة » آذا ادخلنا الحد الزائ ف کجز» من القسسسوة 
" 3" ع وفنا الڪ لم یک من تاه الاجا یشاب يمضه كنا هتسي 
النيترنية كما شرحت في الفصل الثالث + هي با لتسریت تلك السحاور التي لاتحتسسوی 
معاد لة الحركة فيبا على حد ود زائفة ۰ 
تسمى نع ضالاحيان ا لحد ود الزائفة في معاد لة الحركة بالقوى الا ئفة او القسسوی 
الخيالية ٠‏ على اية حال» اذا كان هناك من يرغب ان يسسيما قوى فهذا في الحقيقة 
مصطللح فني ۰ وسبما يكن * تابهر هذ ه الحد ود عند استخدام محاور معجلة تسف 
حركة جسیم * 


مشال 





قالبخشبي مضو على طاولة افقية خشنة ٠‏ فاذ! عجنت الطاولة باتجاه انقسي » 
فما هي الشروط التي سينزلق بموجبها القالب ؟ 
لنفرض ان مر تمثل معامل الاحتكاك بين القالب وسطح الطاولة ٠‏ عند عد 
تكون لقوة الاحتكاك ۴ قيمةعظمى هي بهد ۷ «حيث هد هي کتلة لقالسب: 
وشرط الانزلاق هو ان تتفيق القوة الزائفة م‌شت- على قرة الاحتكاكه حيث وش يمثل 
تعجيل الطاولة ۰اذ ن ه شرط الانزلاق هو 
هه بر < إومس] 
6 ۸ 2 ود 


او 


ه ٠.‏ ) الحركة العامة للمحا ور 
General Motion of the Coordinate System‏ 


ود ورانية على حد سوا* » بالنسبة الى المحا ور النيوتونية ٠‏ لنمثل کالسایق متجه موضح 
الجسيم في المحاور المرجعية بالرمز 3 ٠١‏ رفي المحاور المتحركة 

( ھی k2 )٩‏ + ود + ج = 
عندثذ اذا كان م۸ يمثل متجه موضع نقداة الاصل المتحركة كما هو بيسن في 
الشكل (۲-۵) » تحصل على 


8 قاع‎ + F = Rp + ix + عزن‎ + kz )۲-۵( 

متفاضلما بالنسبة للزمن نجد 

(A ۰ ۵(‏ غد و + له م + شهب + وق + و + خا + 7ء 2 
dt dt dt‏ 05 

الكبية ع + ور + 1 

ا IG‏ نسمى هذ هالسرعة 2 ”اه 





الشكل (۵ ب 
مخظط الحا له العامة لا نتقا ل ود وران المحا ور 


۱1 


سوف نستخدم نفس‌الرموز لما تبقی من هذا الغصلء ای ان النقطة التي فرق المتجسه 
تعني مشتقة ف لك المتجه با لنسبة للزمن في المحا ور الدائرة ٠‏ الحد ود الثلاثة التا ليسة 
و لوف 

تمثل السرعة الناشئة من د وران المحاور Oxy2‏ .۰ 
لنمثل اتجاه محور الد وران في المحاور جه بالوحدة التجرسه .2 
(الشكل ۵- ۳ )» پالاتطلاق الزاوی للد وران حول هذا المحور بالرسز نه . 
وسوف نسمی حاصل الضرب ۸ ص بالسرعة الزاوية للمحا ور الداثرة » ای يمكننا کتایسة 


)٩-۵(‏ ۵ سے مه 





الشكل(ه- ؟) 58 
متجه السرعة الزاوية للمحاور 


الدافرة 


ويعين اتجاه متجه السرعة الزاوية ته بقاعدةاليد الیمنی» كما هو مین فيالشكل ٠‏ 
لایجاد 3/4 ,0/2 a/at,‏ بد لالة س أفرض الك كل 


(ه به )۰ الذی پیض التنییر ۵ للوحدة الججپة 4 ۰ ( حذفت‌الخجپات 


11¥ 


لم ^ م 
11 للضى ) ۰ من الشكل نرى ان قدار 1 4 يساوى 


9 (ك/ صده) بح |ذه] 





م سب 
معينة تاه وك الزاية بين 1 و له ٠‏ اذن 





۳ 
1م 
sin Û‏ س « 3٩‏ (۵ ذه )- جا Lim‏ = ۳۴3 ره 
At‏ 
0ج At‏ 
الشکل (۵-) ) 
التغيير في الوحد ة المتجهة 4 
بسيب د وران ال اور 
0 


ولكن 3 ۸ عمودی على كل من نت ,1 ١ء‏ منا* على ذلك يمكننا التعبير 


عن 03/348 بالضرب‌الاتجاهي للکمیتین تم و 1 »ای 


(ه )٠١‏ 1 7 = سل 
dt‏ 
پالتماسل 


۱ 1 


(ه - ۱۲ ) 


E 
il I 
اع اع‎ 
<4 ما‎ 
بت جا‎ 


۱۸ 


اد التمبيرعى :ف لها نهر من الین الات من ورا نالاو کت 
E?‏ 


A‏ 55 م 315 4 کے 
s(x Kk) -‏ + (3 زر من )بن + x(wxX ûi)‏ 


1 


9 2 2 ج . 
(12 + زژ + 3) كانه 
(Ir — e)‏ م a‏ 


ووفًا لذ لك » تصبح المعادلة (ه ‏ ۸) على الشكل التالى 


زجع چ لے له SE‏ 5 
F + Vo ۹‏ الم E = r+‏ 
تعبر المماد لة المذ كورة اغلاه عن العلاقة بين مشتقا ت الزین لمتجپي موضع چسسسیم 


متحرك في نظامي محا وره الا ول اعتبر ثابتا والثاني یتحرك حركة انتقا لية وید ور ٠‏ ظهسر 
العف ,7 پیب الحرکد الا عا تلبساو الت كد خا امو غ ف اة 
الحركة الد ورانية المحضة ٠‏ 

عبن ا الحايه ی كمه فل و شرق نه :هه باق اب 


ممائلة للمذكورة اعلاه » ان مشتقة 9 بالنسبة للزمن هي 


TT 6‏ 
حيث ج تمثل معدل التغيير الزمني للمتجه © في المحاور الداثرة » وهي 
تساوى الكمية وة + و3 + ةة ٠‏ والضربالاتجاهي ولتت يمثل معدل 

التغير الزمني للمتجسه 4 الناتح من دوران المحاوره ای 
(ay ûk) + 9 (aj/a) + ay (yat).‏ 78 
لتطبق البعادلة [ هب1۵ اة الناقةبين كعات | ای يل « 


111 


ا 1 


¥“ 3 عند عد تحمسل على 


~e ۰‏ سک 


افرض ان qd‏ تسا وى الكمية مد ل لب + 3F‏ و 


الحائقة التالية - 
( ۵ ۱1( شب بها الحم چب هده كم هعد هد من aR‏ 
ب م۸ + X( Xr)‏ مب + 2wWXr + Xr‏ + ا = ست 
dt :‏ 


قد تركت الخطبا ت كتمرين ٠‏ الحد. الاول في الجانب الايمن من المعاد لبة يشل 
تمجیل الجسيم في المحاور المتحركة ۰ اما الحد ود الثلاث الاخرى فپي تمثل الحد و د 
الد ورانية لتمجیل الجسیم كما تلاحظ فو, المحا ور الثابتة ۰ والحد الاخیر هو تعجیسل 
نقماة ايل المحا ور المتحركة 9 

مسمى الحد تن 2 بالتعجيل الكوريلوى "00210118 " + والحسد 
٠ 9۷7۳0‏ والحد الاخي ‏ تس سر 


ص 


ع تت بالتعجيل:المستعحرض 
ده حت حك 

( ص ج بت )× بتعجیل الجن ب‌المرکزی * Centripetal‏ 

يعن داعا عوسي الد وان وكون عونا علوم ء کا حون ف الف كل 


(ھ__ 0( ۰ 





۷۰ ۱ 
ات تیه 


۱-عجلة نصف‌قطرها 5 تتد حرج على الارض بانطلاق امامي ثابت قداره ۰۷ 
جد التعجيل لای نقطء على محیط العجلة پالنسبة للارض ٠‏ 

لنتخذ محا ور مثبتسة في العجلة الداثرة » ولنفرض ان نقطة الاصل المتحركة 
موضح في الشکل (۵ ا)۰ 


الشکل (ه - ) 


العجلةالمتد حرجسة 


عند گذ نجد آن 





| ی sf‏ یه 
0 


5 
ومتجه | لسرعة الزارية هو 1 


نت يات 5 
2 ع1 = نع[ > لت 
ما عدا الحد الجذ ب المركزى ٠‏ وهوكما يلي 


(kox Ab)‏ عله Xx (PXT) = k‏ نه د لم 


اذ ن قدار ۸ يساوى 1" © ويتجه دائما نحو مركز العدللمة المتد حرجسة 
"ل د رأجة هوا ئية تسیر با نطلاق ثابت‌علی طريق منحن نصف‌قطسسره 2م 
ما تعجيل اعلی نقطة » لأى من العجلتین ؟ 
لتفرض ان * تمثل انطلاق الدراجة البوائية و 5 نصف‌قطر المجلسبد.۰ 
للختسارمحا ور بحيث تکون نقطة اصلها في مركز العجلة ویکون المحور × افقيا متجهسا 
نحو مركز انحا" الطريق 6 ٠‏ والمحور - = یکون عموديا كما هو یاضح من أله كل 


مس 


1 
>» 


۸ 
AR.‏ 
تعجيل نقطنة الاصل المتحركة هو 2 


کے 
= و۸ 


و سر 


حك 
6 





الشكل ( ۷۲-۵۰ ) 


1١ 7*5 


لما كانت كل نقطة على العجلة تتحرك بدائرة تسف قطرها 0 بالنسبة الى تقد سسسة 

الاصمل المتحركة ه فالتعهيل في المحاير 2 لاية نقطة علسى المجلسة 

تة نهو 0 کون دار 278 > لذلك ه تيال كن التعاير الشركة 
A 2‏ سس 

تن لي ع ت 

للنقطة اني ني اعلی اذمچلة ۰ كذ لك ه تكون سرعة هذه التقطة في لمحا ور الشحرک.ة 


A 509‏ طلست 


که 55 :0 
اذ ن © یصبح النعجیل ! لتوربولي 
: حك 


3 
k) ¥ (jv) = 2‏ مه = م ملا 2 


کذ لک تعجیل آلجذ ب الموکزی یکون ضفرا » لان 

^ م م 

(k X bk) = 6‏ 1 ود - ( 
آذ ن التمجیل الكلر, في اعلی نقطة للمجلة هو 
8 2 زر ^ 5 سک 
k‏ سج - 3 2 5 A=‏ 
٥‏ ۔۔ ٤‏ ) ديناميك جسيم في محاور داثرة 

Dynamics of a Particle in a Rotating 000031156 2 


لما كانت المحا ور الثابتة قد اعتبرت محا رر نیوتونیه ‏ عند ثذ تكون المعاد لسستة 


الاساسية للحركة هي OT‏ 
=a ™ ۳۷ ۰‏ 


كنابلق 


اك ۳۹ حب کے ف کہ ظسے 55 
Xr) = mr )١ 7 ۵(‏ نه )جز ما يي ا nwXr‏ = جو بت 21 = F = nA,‏ 


لقد رتبت الحد ود بشکل یظهر القوی الزائفة مضافة الى القوی الفيزيائية: ۲ م" 
القسنوة | لكوربوليسسسة مد تم 2ے بوني ا 
له اام رطس mW Yr‏ ا 
القسرة | اسسيق ة Xr)‏ مك )و تا ورب 5 عع ل 
| لقسوة اامتبفیسه مخت س هي الحد الزا ف الناشسی* فسن 


الحركة أل نتقا لية للمحاور » والذ ی سبق بحشه في البند (۵ -۲) ۰ 
مرة اخری » كما في الشرح السابق للحد الزائف ممت » يمكننا كتابة 
معاد لة الحركة في المحاور المتحركة كما يلى 
ميحج مره ۰ حك un‏ 
k2)‏ + إل + و = وا هس TF‏ 
لذلك تصبح ” القسوة ”الكليسة 


(ه س ۱۸) ات ۲1 
مقس جوم ی ك5 7 


ده محر اح ل عد ل 
مسومو + F + Foor‏ = 


جميع الحد ود الاربحة الزائفة في الجانب الایمن من المعاد لة تعتمد على نوع المحا ور 
التي وصفت نيا الحركة ۰ وهي تنشأ من خواص استمرارية للمادة بدلا من تواجد 
اجسام اخری 7 

دائرة ٠‏ واتجاهپا یکون داثما عمودیا على متجه سرعة الجسیم في المحا ور المتحركة٠‏ 
لذ لك تبد و القسوة الكوريولية ركانها تحرف جسیما متحرکا باتجاه عمود ى عل ىأتجاء 
حرکنسه ٠‏ وهذ ه الفوة مپمة » مثلاه في حساب مسار القذيفة ٠‏ سیب التأیسسرات 
الكوريولية د وران الپوا* حول مساحات الضغط العالي والواطی؛ على سطح الکسسسرة 
الارضية ۰ لذ لك في حالة الساحات نات الضغط العالي یحاول الهیا* التدفسق الى 


۱۷ 


الخارج والی اليمين في نصف الكرة الارضية الشمالي » بحیث یکون الد وران پاتجاه 
عقرب الساعة ٠‏ والامر على العکس في نصف الكرة الارضية الجنهي ۰ 


ص 


هذ ه القوة بالمستعرضة لاتا تکون دائما عمودية على متجه نعف القغر 3 
واخیرا تنشأ القوة التابذ ة » وهي قوة مألوفة » من الدوران حول محور ٠‏ 


وتتجه دائما نحوالخارج مپتحد عن محور الد وران وتکون عمود ية عليه ٠‏ فاذ | كانت 


© تمثل الزاوية بين متجه نضف القطر ۳ وتجه‌الدیران نت » عندشد ه 


. يكون مقدار القوة النابذة هو ۵ جذه ۶ مه أو سم « حيث م ييشسل 
السافة العمودية بين الجسيم المتحرك ومحور الد وران ٠‏ وهذ ه القوى المتنوهة » 
قد وضحت‌في الشکل (۵ - ۰)۸ تن 
(مستعرضة ) سر 7 
(الناہذة) هته ب 
11 


1 ) (كوريطية‎ r 


الشکل ( ١٥ہ‏ ۸ ) 
يوضع القوى الزائفة الناشسئة 8 
من د وران المحاور ٠‏ هد رسمت 


القسوی بصورة منفسملة للوش وم 


١0 


امل تة 


mae 





١‏ تزحف بقسه الى الخارع باندالاق ثابت قداره + على شعاع د ولا بعجلة 
پډ ور بسرعة زامية ثابكة حول مدقو نمود ی * جد جمیح القوی الدكثرة على تس 


لنختر اولا » محا ور مثبتسة با لد ولاب ولنفرش أن المحورت ‏ يتجه على سول 
شعاع الد ولاب ٠‏ عند ئی تکون 


a nN‏ هد 
T= ix = 27‏ 
م.م Ne‏ هش 
FT = 1K = 7‏ 
حك 

T= 0 


هذه معاد لات الحركة للبقة كما تيف في المحاور الدائرة ٠‏ فانى! اخترنسا المسور 
اه شاقولیا » نحصل على 

عند گذ تكون القوى المتنوعة على النحو التالى ‏ 
القسوة | لکورپولی_2 ۲ 


515 چک‎ ۸ ^ 4 
On WX FT = نت ورد‎ X 3)= 213 mvj 


7 


u3 = - مي‎ 


مرو 


( نب = ثابتة )0 = ع ام 
^A 5-5 1 7 ۳‏ ^ 2 له کے 
القوةالنابذة [(منة )k‏ × ] “ممه = r)‏ موجه و 
(k 1 jx)‏ تد 
دک m‏ ف 


انان المعادلة(ه -۱۷) تصبح 


م مم 
x = 0‏ مه mı‏ + 222607 س ۳ 


هنا القرة ۴ هي القوة الحقيقية التي یسلطپا شعاع الد ولاب على البقةء 


۱۷۱ 


لد وضحت القوى في الشکل (۵ )٩۰-‏ 
القوة النأبذ ة 
الشکل )٩-۵(‏ 
القوی على بقة تزحف الى الخایج 
على طول الخط القطبي 
لد ولاب عجلسة يسد ور 
؟ في السوال السابق» جد المسافة التي يمكن ان تزحفپا البقسة فبسل ان 
تبدأ بالانزلاق » اذا علمتان معامل الاحتكاك بين البقة والشعاع هونو هر ٠‏ 
لما كانت لقوة الاحتكاك ۴ قيمةعظبى هي هن ره سيدأ الانسزلاق 





هه بر د | F‏ | 


۱ ۱ 
۵ لار = ةسه + wy)‏ «2)] 


هنف حل هذه المعادلة للمسانة > ه نجد ان 
22س ۽ 0 توت( 59 


# من 
وهي المسافة التي تزحفها البقة قبل ان تنزلق ٠‏ 
هه ) تاثیرات د وران الارض Effects of the Barth's Rotation‏ 
لنطبق النظرية التي بحثت في البنود السابقة لمحا ور تتحرك مع الارض «لبا كان 
الانطلاق الزاوی لد وران الارض یساوی 277 زاوة قطرية في اليو م٠‏ او حوالسي 
۳ر۷ ٠١×‏ - ”© زاية نصف قطرية في الثانيةه قد نتوقع ان هذه التاثیرات للسد وران 
- صخيرة نسبیا ۰ پالرنم من ذ لك » فان الانتفاخ الاستوائي تولد بسپب د وران الارض 


۱۳۲ 


حول نفسها وكما هو معروف فان نصف قطر الارض الاستوائي اکبر من نصف قطرها 
القطبي بحوالي ١“‏ ميل ٠‏ 
التأثيرات الستاتيكية ‏ شاقول البنا* 
Static Effeots. Thé Plumb: Line‏ 

لنفرض اولا جسيم في حالة السكون على سلح الكرة الارضية. ۰ ولكي نعطي صورة واضحة 
سفمتبر الجسيم یمثل الكرة التي في نهاية شاقول البناء ۰ لنختر نقطة اصل محا ونا 
ني موضع | لكرة © بحیث‌تکون 0 ۰ الانه يتجه تجه السرعة الزا وه پا فجاه 
محور الارض وهو تقرييا ثابت ه ای انه التحجیل الزاوی نب یساوی صفرا ٠‏ عند ثسذ 
تتلاشی جميع حد زد معاد لة الحركة (۰ -۱۷) للحالة الستاتيكية ماعدا القوة المسلطة 
3 یالحد الزائف ولتت مذ لك تکون النتيجة 
mA = 0 )۱۹-۵(‏ ا 

معطي القوة PF‏ بالمجموع الاتجاهي للقوئين : قسوة ج ب‌الارض الحقيقيسة 
(التي سرف نسميها #ند ) والشد العمود ی لخیط شاقول البنا* ( الذی سوف تمثله 


ب تسب ) ۰ هد ضحت‌هاتین القوتین بالشکلین (۱۰-۵) و(۱۱-۵) ۰ عند شذ 
۱ ۲ 





تحصل على 
ذه الشکل (۵ -۱۰) 
الشکل )١١ ١(‏ القوى النابذ ه والجذبية على جسيم 


مثلث المتجهات لتعريف الكمية عص على سطح الكسرة الارضية 


YA 
26 - mE ~ = 0 )۲۰۲۵( 
228-57 و ك‎ 
التعجيل ر4 يث لتعجيل‎ ٠ وتجه النجه  © نحومركزالكرة الارضية‎ 
(rg وبقداره هو 2م اود ( 2 دوه‎ ٠ الجذ ب المركزى لنقطة اصل محاورنا المتحركة‎ 
يمشل نصف‌قطر الكرة الزضية و 2 هي زاوية خط العرض قاسة من مركز‎ ×  ثيح‎ 
رقدارالحد ,لس ( القوة النابذ ») یساوی‎ geen trc 1۵4200 الارض‎ 
وهویتجه الى الخارج ریکون عمودیا على مجخسور‎ ٠ ) کیب ( ' ۸ 09 وت‎ 
الارض كما هوببين في الفكل (ه-۰)۱۰ لذ لك لایؤشر خط میزان البنا* نحو مركز‎ 
ومن المعادلة ۲۰-۵۱ ) يمكسن‎ ٠ © الكرة الارضية تماما وانما ينحر ف بزاوية صغيرة‎ 
- تمثيل التجه جه بالرسمء كضلع ثالث للضلمین الاخرين © و يلط‎ 
متطبيق قانون الجيوب ه تحصل على‎ ٠ )۱۱- ۵ (الشكل‎ 
asin € sin ^ ۱ 





تست 
ng ۱‏ ( ۵08 “ميس 
اوه لما كانت €صغيرة » فاننا تحصل على 
تن د 
(ه-١؟)‏ 20 22 صله سب = 09 ( صلو ج = €= عمد 


۸ 
لذ لك تتلاشى ع في خط الاستواء ( 0 = ^ ) وفي القطبين ( 6 + -۰)2 
كما تقمنا ٠‏ ویکون الانحراف الاعظم لخط شاقول البناء عن العمود ٠‏ القيقي ٠‏ 


عند ما تكون “45 = ۸ حيث 
ْ 5 
rua‏ 
degree‏ سب نج مویموهد 1077 × 1.7 = گس = 6 
10 ع2 ل 





۱۲ ۱ 


هکل الارض يجمل خط فاقول البنء وديا على سطحبا في اية نقلة ٠‏ القطسسج 
المرضي الناتج يكون تقریبا قطعا ناقصا (الشكله --۱۲ ) في الشرح اذكو اعلاء 


۳ 
الیکل (۰ - ۱۲) ١‏ مد على س لزغ 
الارض ٠‏ ۵ 
رسم مهالخ نيه يوضح انبساط 
الارض الناشي* عن دورائها 





فرضنا أن قوة الجذ ب 3 ثابتة وتتجه نحو مركز الارض ٠‏ ان هذا الفرض لايصح 
تماساه لان الارض ليست كرة حقيقية ٠‏ كذ لك توءثر قلیلا » الاختلافات المحلية» كالجبال 
وألترسبات المعد نية وهلم جرا على اتجا ءشاقول البنا* ٠‏ 
التاثيرات الديناميكية - حركة القذ يفة Dynamic 8226618 . Motion of a‏ 
Projectile‏ 
aS GS E‏ 

۳ 9 عر مه ب ص ع نت2 (ي‎ (WF r) 
ی شرحناها سابقا ه الترکیب ا - 2۵ سمي كلظ‎ 

ESAS‏ و 
10 × نب ) 7 هس جوز لت وج = =F + ME‏ 
لنفرض حركة القذيفة ٠‏ اذا اهملنا هاومةالباء » عندئذ0 = # ۰ اضف الى 


» اذن 


سح 


۱۸۰ 


.ذلك الحد (2 2)0 يكون صغیرا جدا اذا قورن بالحد ود الاخری) لذ لاه 
سنپمله» اذ ن تختصر معاد لة الحركة الى 


حدم | تشه 


(۲۲-۰) © ع نم و2 - ir = ME‏ 
حيث يمثل, الحد الاخیر القوة | لكوريولية ٠‏ 

ولحل ال عاد لة السابقة سنختار اتجاها تالمحاير 0279 بحيثيكون المحسور - 2 
عموديا ( باتجاه خط شاقول البناء ٠)‏ والمحور خ متجما نحرالشرق ه والمحور- 7 
مدشرا نحوالشمال (الشكل (ه ۰)۱۳ 


-kg‏ سام 
4 م A.‏ 5 کسه 
ES 5 1‏ یت 
sn A )k‏ س ) + (W coos A)j‏ = 
ادن 8 و 5 
قم ته پر شم 0 
x 3 5‏ 


( دە مد + لصو ؤس - ووه ونس)1 = 
cos 2) 2 ° (T°)‏ لها k(-‏ + 


الفكل (۱۳-۵) 
المحا ور لتحلیل حركة | لقذ يفة 





عند الكموض عن ١‏ اتن في المعادلة (ه ‏ ۲۲) واختصار « من كل حسد 
ثم مرا زنة المركبات بين طرفي المعاد لة نجد ان مرکبات المعاد لات التفاضلية للحركنة 


هي 

٥(‏ ۲( ( ۵ صذه چ - 2 ومه )س2 = ج 
(۵ ۲۵) ( ۸ هذه )س2 = ۶ 
( ۵ 1( ل و0 2Z‏ + وت داو 


هذ ء المعاد لات هي ليست من النو ع القابل للفرز © ولكن یمکننا ان تکامل مسرة وا حد ة 
بالنسبة الى + للح نول على 


(۲۲۷-۵) م + ( ل( صله ۲ - ۵ ومه و) نه 2- = ۶ 
(ه — (A‏ 3 + 2 صذه عم 2- = 3 
( ۲۲) م5 + ^ 008 2X‏ + ناوت د و 


تحوض قيم ج وة من المعاد لتين الاخيرتين السابقتين في المعادلة (ه س٤۲‏ )۰ 


۱۸ 


=. 2 لھ و - 9 2(4 - < ومع ناج س‎ ۸ ( (re 
ا جد ا التي تحتوى على نه » والان ن قكامل برة أخرىي لحمل فن‎ 


م2 + (۵ صله رل روم 600 mat‏ < وو نو هج مه x=‏ 
2 
ام + )^ A = 1 sn‏ ووه e cos A - t2‏ 3 
econ ۰۰ )۳۱ 6 (‏ 


هد تعوض قيمة × المذكيرة اعلاه في المعادلتین (م ‏ ۸ : و(هت٩۲) ٠‏ وتسد 
تکامل المعاد لتين الناتجتین نحصل على 


(۵ -۳۲) 2 ووي 2 


4 
1 


رې له ¬ و 


A (TF)‏ 208 2 لته + ان و + بم د 


بننا 
1 


حيث ۱6ه.لت ه مرة ثانية 6 الحد ود من مرتبة 2 ده على فرض أن .يفة كانت ت فسي 
لنفتر ض بعس الحالات الخاصة ۰ آولا ء انا سقط جسيم مسن المي سكو ن 


) 0 = وه = م7 = ×) نحصل على ١‏ ووه هع س ‡ = × 


2م - ده 
ای ان الجسيم ينحرف نحو الشرق ٠‏ فاذا سقط شاقوليا .سافة 8 يكون عند د : 


6 2 ا ووذ لك يكون الانحراف نحو الشرة 





#ر یق ^ e08‏ دە ‡ 


ولما كانت الارش تد ور نحو الشرق » قد تقصور بان الجسیم يجبان ینحرف نحوالغرب ٠‏ 
فهل يستطيع القارى؛ أن يجد تفسیرا لذ لك ؟ 
كحالة خاصة ثانية» افرض ان قذ يفة قد ادالقت بسرعة عا لية باتجاه يقترب منا لافق 6 


وسن المعاد له (5 ۲ ۳) تحصل على ب 

2 صده ار دم - عاق 
وذ لك يعني ان القذ يفة قد انحرفت نحوالیبین ٠‏ راذا كانت ¥ المدی الافقسسي» 
عندئق اار٣‏ = 8 »حیث وتا يمثل زمن الطيران ٠‏ وانحراف القذ يفسة نو 
اليمين ( لقطم المسافة × شرفا ) عندئذ » تقریبا » یکون 

ein ^A‏ لتويك 

ويمكن البرهنة على ان <:.! هو قدار الاتحراف 6 بغض النظرعن الاتجاه الذي 
وجپت اليه القن يغة في البدأية » على ان يكون المسار ثاپتا * 


« 
The Foucault Pendulum پند ول فوکسو‎ ) ١  ٭‎ 


سوف ند رس في هذا البند تاثیر د ورا ن الارض على حركة بند ول کروی * 
وكالمعالجة التفريبية للبند ول الكروى التي ذكرناها في البند (هت6)۳۲ سيف 
تستخد م المحاور المتعامد ۰۶ وكما هو بين في الشكل ( 55 ١‏ )ء تكون القسو 2 المو‌ثرة 
على كرة البند ول هي الجمع‌الاتجاهي للحد الشاقولي 88 والشد 85 في اليرء 
عند ثف تكون المعاد لة التفاضلية للحركة 


۰ 
هده 


(ه؟؟) تم mE + 8 ~ 2m‏ تن 
حیث‌اهمل الحد ( × £ نت ) لته ۰ ققد سبق ان اعطيتبركيساتالحد 
“م تت في المعادلة(5-؟1) ۰ ومركبات جح للشد 8 هي كما في البنسد 


۰) ۱6 (س‎ 
“x ت‎ 
TE 57 = 8 


۱۸ 





پشس دول فوكقو ¥ 


عند ثذ تحلل المعادلة(55١)الى‏ ب 2 
(ه- (o‏ (< سده و - 37و00 )م2 - و كت = که 


sin ^ (1°)‏ ده مرج - و الست = nm‏ 


mã = 9 - mg + mw % همه‎ 2 )۲۲۵( 


ان الحالة التي تپمنا هي عند ما تکون الازاحة عن الشاقول صغيرة بحیث یکسون 
الشد 8 تقریبا » ابتا مساییا لر عند ٠‏ کذ لك» في هذه الحالةه نستطیح‌اهسال 


م بالغارنة مع ز في المعادلة (۲۵-۵) ۰ هندئذ تعطي حركة 7 


بالمعاد لات | لتفاضلية التالية - 
(ه8؟) 27 + ع لق - هخ 
(۰ ۰ وم) چ2 لقا ات 


£ 


۱۸۰ 


حيث ۸ دون .ورین یکون من السپولة تصور الحركة الممثلة في المصسساد لا ت 
التفاضلية المذكورة اعلاه عند تحویلما الى محاور جديدة 027 تدير في السستوی 
3 بانطلاق زاوی ثابت نت بالنسبة الى المحاور :0 (الشکل ۵ -۱) 
ومعاد لات التحویل هي 


2 2 ع‎ ۳ 
X= X 008 نه‎ 6 + ۲ sin انه‎ + 


J = ۲ cog wt - ع‎ sin wt 


في المعادلة (۵ - ۹١)ء‏ نجد ء بعدالاختصار تجميع الحد ود واهمال الحد ود التي 
تحتوى على 2 س ان 
0 = 8 أنه yJ) sin‏ مد + wt + (j‏ ومن x)‏ ته 2 
ولما كانت المعاد لة السابقة يجبان تصح لكل قيم 8 فان كلا من معامل الجيسب 
والجيب تصام یجب ان تساوی صفراً » ای 
E‏ تن 
x + 2 x= 0 ۲ + 7 ۲ 0‏ 
ان هذه المعادلات التفاضلية ه كما رأينا في البند (؟  »)١4‏ تمثل الحركة في 
مسار فطع ناقص ٠‏ ولما كان قطر القطع الناقص الرئيسي له اتجاه ثاب تفي المحاور 0777 
لذ لك يماني هذا القطر طوافاً 2260888102 مستقرا باتجاه خرب الساعة 
(في نصف الكرة الشمالي ) بانطلاق زاوی مقداره ( ددعت = س بالنسبة للمحاور ۲جد0. 
وهذ | الطواف‌یکون طبعاً » بالاضافة الى الطواف الطبيعي الذ ی سبق بحشه في البشد 
٠)١ ١ - 4(‏ ولکن ٠‏ اذا كانت الحركة الابتدائية للبند ول في المحا ور 22 
في مستوی فسوف‌تبقی في هذا المستوى ٠‏ ( ولكي يبدأ البند ول بهذ ه الطريقة ء 
من الضرورى سحبه جانبا بواسطة خيط ثم تؤكه يبدأ من السكون بقطع هذا الخيط) ٠‏ 


أن زمن ذف بذ بة لواف الیند ول هو ل A = 24 hr/sln X3‏ * لذ لك » فى خط 
ta2‏ 


NIAC NCEE a‏ لا وير مد ی 
المالم الفرنسي جان فوکو 750168718 صوع2 في بارپ‌سنة اه . 


» فاذا كانت س تمثل كتلة كرة الشاق سول‎ ٠ نقل شاقول بناء في ق !ار متحرك‎ ) ١٥ 
جد الشد في الخيط واتحرافسه عن العمود الموضعي اذا كان (1) القداار یتحسسره‎ 
بتحجيل ثابت مه هاتجاه معلومه (ب) القدلار يتحرك على منحن تف قطره‎ 
۰ بانطاان نايك م۲ احمل التاثیرات التي قد نها عن د يران الارض‎ 


۲ ( سيارة تسیر بتعجیل ابت 90 ان | كان الطادقيا في لحطاة ا 1 م7 5 


جد اي تقداة على التاير لها اعذام تعجيل بالنسبة الى الارض ۾ جد كذ لك اتجاه هذ ا 


التحجيل وقداره ۰۰ 





۵ب ۲) في حركة الد راجة البوائية مثال (۲ ) بند هب-۲ *ماهوتعجیل اولأ نقطة في 
المجلة ۶ 

ه ؟ ) حل مثال )١(‏ 6 بند 5 ۲ 6 عندما تکون نقطة اصل المحاور في مركز نف 
القدار الداثر والمحور ‏ × يمر في مركز المجلة والمحور ‏ = عموديا ٠‏ 

5-5 ) حشرة تزحف با نطلاق ۲ في مسار دائری نصف قطره 8 على قرس حاك داثر» 
يد ور بسرعة زاوية ثابتة > ٠‏ صف الحركة بالنسبة لمحا ور مثبتة في القرس الدالسسر * 
جد التمجیل ۸ للحشرة بالنسبة الى الخارج » وةالاحتکاك 7 الموثرة علسی 
e‏ انان شیر عو 1 ال امه 


مب واس = ده 5 مب و = V‏ 


لاحذظ في الحالة الاخيرة » ان الحشرة مستقرة بالنسبة الى الخارج ٠‏ 

4 1 ) طفل يركب د ولاب عواء لصفاقطره ظ رید ور بانطلاق زاوی ثایسسست ده ۰ 
ناذا كان الطفل يسك لعب ة كلتما ذا مربوطة بخیط قصیره جد الشد في الخیسسط 
عند ما يكون الغل في اعلى وا رطا نفمئة وفي مستوى مركز د ولاب البواء ٠‏ 


هب ۷ ) جد قدار واتجاه القوة الكوربولية المودثرة على سيارة سباق كتلتها ۱۸۰۰ كخم 
تسیر نحو الشمال پانللای ۵۱۰ كسم/ ساعة وفي خط عرض 68 شالا ٠‏ 
5ه ۸) سقط جسیم من ارتفاع ۱۰۰ متره اين سیضرب‌الارض ؟ افرض ۸ تسساوى 
۵ شالا ٠‏ 
ه )٩‏ تقل شاقول بنا* في طاثرة متحركة » فاذ| كانت الطاثرة متجية نحوالشسسرق 
پانطلاق + جد الانحراف الزاوی لخیط الشاقول عن العمود المضعي ٠‏ ما يجب ان 
تکون سرعة الطاثرة حتی یکون الانحراف ساويا لد رجة واحدة » افرض ۸ تسساوى 
۵ شالا ۰ 
١٠١ *‏ ) بين ان معدل التفیسر الزمني لمتجسه السرعة الزایة یکون نفسه في المحاور 
الثابتة او الدائرة للشكل (ه .؟)اى » ائبتان 2 شه ٠‏ هل يصحالشيء 
نفسسه للتعجيل الزاوى ؟ ۰ 
وی 
ه۱۱) اشتق تعبير للمشتفة الثالثة لتجه المرضم جك بدلالةالبركييسات 
84 
في محاور داشرة ٠‏ 
ه - ۱۲ ) اطلقت قذيفة شاقولیا بانطلاق ابتداشی م۷ فاذا اهملت قاومة اليواء 


فرشت ع ثابتة » جد این تسقدا القذ يفةعند ما تضرب‌الارض ۰ 


۱۳-۵ ) بند ول کروی طولسه ‏ 6 یتحرك بذ بذبات‌ضخيرة حول الزاوية المخروطية م۰۵ 


۱۸۸ 


ماهي القيمة ل .9 التي یختزل فيها الدلوافالناشي* عن د وران الارض» الطواف 
الطبيعي الذى سبق شرحهفي الفصل الرابح ؟ افرض ان ر9 صغيرةء 
جد القيمة التقريبيةعندما يكون لر يساوى ٠١‏ آمتار و < تساوى >١‏ شسمالاه 


5؟ ۱ ) معاد لة الحركة التفاضلية لجسيم مشحون ه في مجال كببائي 8 
ومجال مفناطيسي و هي 

qî + qv X 8‏ = مس 
في المحاور النييتونيسة ٠‏ اذا نسبت الحركة الى محاور داثرة بسوعة زا وة 
8 ( 2/ ) ائبتان المعادلة تصبح 
200 
حيث فرضت 8 صغيرة بحيث يمكن اهمال الحدود من‌رتپسة 82 ٠‏ تمرف 


هذ ه النتيجة بئذارية لارمور Laxmors Theoren‏ . 


۱۸۹ 


الفصمتل الستاه س 
القوى المركزية والميكانيك المسما وی 
Central Forces and Celestial Mechanics‏ 
القوة التي يمر خط تاثيرها في نقطة ثابتة او مركز قوة تسمى بالقوة المركز. 
Centre Force‏ وللقوي المرکزیه اهمية اساسية في الفيزياء لادا ه تشمل قسوی مثل 
قوة جف ب الارض وقوى ال لکتروستاتيك وغيرها ۰ 





١ 1‏ ) قانون الجاف بيسة The Law of Gravity‏ 
اعلن نيرتن قائون الجاذبية العام سنة ۰۱۱۱۲ ولیس هناك مبالنة اذا قلنا 
يان هذا قد سجل بدايةعلم الفلك الحديث © لان قانون الجاذبية العام یفسر حركسة 

وحتى المنظومات النجمية ٠‏ ويمكن صياغة القانون على النحو التالي *- 
كل جسيم في الكون يجذ ب كل جسیمآخر بقوة تت: تتغیر طرديا مع حامل ضرب كتلتيهما 
جكسيا مع يح المسافة بينهما ٠‏ تتجسه القوةعلی طول الستقيم الوامل بيني ا ۰ 
ويمكتنا التعبیر عن القانون يجبر المشجنهات بالمعاد لة التالية ٠‏ 


, ۰ ل كو‎ )١-1( 

حيث و2 تمثل القوة على جسیم + کتلته وص التي یواثر بها جسيم 7 

كتلته رھ * والتجه وو هوالمستقيم الذى يبدأ في الجسيم 1 ووينشبسي 
في الجسيم 3 »كما هوهبين في الشكل ٠)1 -١(‏ هقضي قالن ون 
الفمسل ورد الفم ل آن ورگ =۴ ابت التناسب ۵ ۰ 
یسمی بثابت الجاذبية العام ۰ تحسب قیشه بدقة في المختبر بقياس القوة بيسسن 


جسمين كرهين کتلتاهما معلوتان ۰ والقيمة القبولة في الوقت الحاضسسره 





الشکل ( 1 )١‏ بل 
الفعل ورد الفعل في قانون نيشن للجاذ بية 


كما ایجدتیا دار القیاسات الوطنية الامريكية هي 


2 
¢ )6.615 روومه ب‎ × 10° ee e 


5 

وتعتمد جميع معلوماتنا الحاضرة عن كتل الاجرام السماوية مضمنها الارض على قيسسة 8. 
Gravitational. Foroe between a Uniform Sphere anû 8 6‏ 

في الیند (۳--۱۱) 6 حيث يحثناأ حركة الجسيم حر السقوط ۵ اكد نا على أن قوة 
الكرة الارضية » ای ان » الارض تجذ ب وكأن جميع كتلتبا نجمعه في نقطة یاحسدة * 
وسنبرهن الان على أن هذا يصح لای جسم کروی منتظم | وای توزيع کروی متماثل للماه 2 ۰ 

آفرض اولا قشرة كروية رقيقة کتلتبا 6 ونصف‌قدرها 2 ۰ وافرض ان "2 المسافة 
بين مرکزها ۵ وجسيم اختبار 2 كتلته س (الشکل (۲-۱) ۰ على فرضان 8 < لاء 
سوف نقسم القشرة | لكروية الى حلقات دا ثرية عرض کل مها ۵ ۸۵ 8 حيث كما هسو 
مین في الشكل » ان الزاية 500 مثلتبالرمز © و 0 تمثل نقطةعلى الحلقة ٠‏ 
لذا يكون محيط الحلقة © asin‏ ۶ 7 2 6 وکتلشپا AK‏ تساوى 


و ^ 0 sin‏ 82 27 م = لاه 


الشكل ( ۱ ۲) 
الاحدائیات لحساب مجال الجاذ پية لفشرة كروية 


حیث م تمثل كتلة وحد ة مساحة القشرة ٠‏ 

والان تتجسه قسوة الجذ ب | لمسلطة على FP‏ © من جز“ صغير لعنهرر الحاقسسة 
في © ( الذى سوف نعتيره جسیما )ه باتجاهء 20 ۰ لنحلل هذه القوة AF,‏ 
الى مرکبتین » احداهما على طول 20 »وقدارها A rq cond‏ الاخری عمود يسة 


على PO‏ 6 ومقد ارها و SiN‏ 2۵ ۰ سنا 0 ل الزاية OPQ‏ کا هر 


واضح في الشكل 8 من ا لتنا دار يكننا پس وة رواية تلاشي المجمی الاتواهي ل هيمس سس 
المركبات العمودية للحلقة » السدةعلی 2 ۰ فالقوة © المسلداة من الحلفسة 
کلساه تكون ان ن باتجاه 6é PO‏ ومقد ارهأ 8 ۸ ين من جمم | لمرکبا ت و( 8 ي ۵ ۲ 


النتيجة اذ ن ٠‏ 


2 ن 
وم 8 AF = G a^ is a e n2 ۳/38 ۰ gin © cos‏ 
u‏ 


u 





حيث ا هي السانة 0 (السافة من الجسيم. 2 الى الدلقة ) كما هو ميسن ٠‏ 
عند ثد من اخف ظية 9ك والتکامل ينتج قدار القوة المسلطةعلى 2 من سس سل 


1۹۲ 


8 9 39 4 9۵0 ف سلو 7 002 = F‏ 


هذا النتکا مل يحسب بسم وا ‘u o‏ رن باستخد ام قانون الجيب 
تمام للمثلث 020 ه حيث 


2 +. B7 = 2R 008 0 = u2 


ولما كانت × و ۸ ثوایت فعند التفاضل نحصل على 
rR sin © 0۵ = u ۶‏ 
كذ لك لنفس‌المثلث 020 يمكننا كتابة 
۱ 2 + که = كر قمه 
2rv‏ 


چند تعويض المعاد لتين المذ کورتین اعلاه نحصل على 


0 ا‎ 
2 
F = 892 7 RÎ? ۳ ی‎ du 


GM تفت‎ r2 R2 
| ۳ ا‎ 
- 2 
يكننا عند ئذ كتابتها ب اند اه‎ ٠ كا تمثل كتلة القشرة‎ = 47/082  ثهح‎ 
 يلاتلاوحنلا على‎ 
)۲-۲ ( 


و لق ۾ ۶ 
م 

حيث 2 ترثل وخد 2 متجه‌شعاعي يبدأ من المركز 0 ٠‏ تعني النتيجة السابقهان 

القشرة ا لكروية المنتظمة الشكل لماد عند ما تجذ ب جسيما خارجيا تظهر وكأن 

جميع ماد قشرتها قد تجمعت في مركزها ٠‏ ويصح هذا لكل جزء کروی متمركز من كرة 


1۹۲۳ 


منتخامة صلد ة ٠‏ فالجسيم الکروي المنتظم يجذ ب اذ ن جسيما خارجيا وکان كتلة 
الكرة الكلية متجمعه في المرکز ۰ ريصح هذا ایضا للكرة غير المنتظمة مادام توزیم | کل 2 
تمائلا قطبيا ٠٠‏ 

وقد ترك للطا لب ان يبرهزعلى ان قوة الجذ ب‌علی جسيم واقع داخل قشرة كريبة 
منتظمة تساوى صفرا ٠‏ 

۳-۲) الطاقة الكامنسة في مجال الجاذبية ٠‏ جد الجاذبية 


e Energy in a Gravitational Field, Gravitational‏ لته مد 
Potentia‏ 
پرهنا في البند ۰۲۲ من الفصل الرایح» ان قانون التربیع العكسي للقوة یود ی الى 


قا نون الد رجة الاولي العكسي لدالة الاقة الكامنة ٠‏ وسنشتق في هذا الجز* من الفصل 
العلاقة نفسهآ بطريقة فيزيائية عميقة ٠‏ 

في مجال جاذبية جسیم آخركتلته لا ٠‏ 

سوف نضح الجسيم الذى كتلته 16 في نقطة اصل محاورناء كما هو مبين في الشكل 
(1-"أ]). 

لما كانت القوة ۴ على جسيم الاختبار هي 25 / (dm‏ ات ۲ 

عند ثذ للتغلبعلى هذه القرة يجب تسليط قسوة خارجية ۰-8 اذن ه الشسغل 
المنجز 8# لتحريك جسيم الاختبار مسافة مق هو 


ج هھ 


(۱- ۳) ون و ۔ معد + مه 
7 


والان يمكئنا تحليل 83 الى مركبتين : “مه موازيةالی 2 (المركبة القطبية] 
والاخرىعموديةعلى 5 |( الشکل ۳۰-۲۰ (ب)]۰ من الياضح اذن 


2 = dr 
ان‎ 
۹ 


2 
۰ (ے ۔ لك ) سی  -‏ حه GUn‏ = ۲ 
لات و za‏ ۳ 21 


11 





(ب) )1 ( 
مخطط لايجاد الشغل اللازم لتحريك جسيم اختبار من نقدلة ١‏ 
الى اخری في مجال الجاذ بي ۰ 





حیث رد و22 یمثلان المسافتین القدبیتین للجسیم في بداية المسار ونہايته علسى 
التتالي ٠‏ اذ ن لایعتمد الشضل على المسار الذ ی يتبعه الجسیمه وانبا یعتمد فقسط 
على نقطتي البداية والنهاية للمسار ۰ وهذا يوكد صحة حقيقة سبق ممرفتها وهي ان 
قانون التربيع العكسي للقوة محافظ ٠‏ 

ويمكئنا تعریف الطاقة الكامنة لجسیم ذ ی كتلة في نقدلة معينة واقعة في مجسال 
جاذبية جسيم آخر بالشغل المنجز لتحريك جسيم الاختبار من مضع ( اختیاری ) يتخسذ 
كمرجع الى النقطة المعينة في السواال ٠‏ من الملائم اتخاذ مضع المرجع في اللانهاية ٠‏ 
> = رد و عد وء في المسادلة (1-) )ء٠‏ تحصل علسى 


r 


T(r) = Gm / ل . چ‎ )۵-۱( 


of 


عند تعویض 


, الحقيقة رأينافي البند (۲-۶) السابق أن دالة الطاقة الكامئنة سک (r=‏ 
ل ني قانون التربيع المکسي للقوة 8 وگ )- ع ۶ . (من المپم ملاحظة 
1 

انسه لزنيو المنطق تعریف طاقة کامنة یالتکامل 3.8 مالم تبرف‌سبقسا ان 
القية ¥ محافظة » ای أن دالة الجپد متواجد 2 ) ٠‏ 

ومن المستحسن ٠‏ في الغالب » تحريف كمية مثل 4 فتسمى بجپد الجاذبية » 
بحاأقة جمد الجاذبية لوحد ‏ الكتلة » ای سل و 
آذ ن جپد الجاذبية في مجال جسيم کتلتسه 88 هو 


GN ری‎ 


FP 
ر + ...۰ یک وکا نت‎ ٠ أف كان لدینا عدد من الجسیمات مثل ل‎ 
فان جد الجاذبية‎ ۵ ov» of 3 6 6م مهم‎ r مومأضعما م‎ 
في النقطلة ) 2 7و ) يساوى مجموع ج پود الجاذبية لجميع الجسيمأت ه ای‎ 
3 شي = م م 2 » وروی‎ ) 
حيث ب تمثل المسافة من الجسيم 13 الذي كتلتسه ۴ الى نقطة المجال‎ 
54 ىأ٠‎ 2 ولا و2‎ 5 j 

|0 - 2 | عي« 

ورسز لہا بالحرف 4. 
۱ در 
والعلاقة بين شد 5 المجال والجپد هي نفسها بين القسوة 7# والطاقة الكامنة 


¥ »ای 


۱۹ 


8 - و 
Ta ۴ (۸ -1(‏ 
أذ ن مرکبات شد ة المجال تسا وى تفاضلات الجهد الجزئيه على التتالي هاشارة سالبة 
ات 
لشهم.. م تھے 2£ 
)٩-(‏ -- 1 0 7 ی = ,9 


يمكن حساب شد ة مجال الجاذ بية اولا پایجاد دالة الجپد من المعاد لة (۷-۱) شم 
حساب المنحدر كما هو مین في المعادلات (1- ۸) او (1-1) ٠‏ وهذ ه الطريقفة 
اسپله اعتياديا © من طريقة حساب المجال رأسا من قانون التربيع العكسي ٠‏ وسيسب 
ذ لك هوان الجهد جمععد دى بينما المجال جمع اتجاهي ۰ تشابه هذه الحالة تمامبا 
نظرية المجالات الكبرومغناطيسية ۰ رفي الحفيفة يمكن تطبیق ای من نتا ج الالكتروستاتيك 
المناظرة لايجاد مجالات وجهد الجاذ بية شريطة ان لاتوجد کسل سالبة ۰ 

لنجد » مثلاه دالسة جهد قشرة کرو منتظمة باستعمال نفس الرموز البيئنة 
في الشکل (۱--۳) 4 عندنا ل 

و هعنم تومته | و - ل ۵ ]مق 


من نفس‌الملاقةیین » وه التي استعملناها سابقا ه نجد إن المعاد ل ةالمذكورة 
اعلاه يمكن تبسيطها الى 

au » - )۱۰-۱(‏ ۲ علد مه 
حيث ا هي كتلة القشرة ۰ هذه هي نفسدالة الجهد لجسي يقر کے eM‏ 
موضوع في النقطة © ٠‏ اذن مجال الجاذبية خارج القشرة هو نفس ذلك البجال 
المتولد فيما لو تجمعت الكتلة الكلية في المرکز ۰ وقد ترك للطالب ان يبرهن بعد اججراء 
E‏ 0 التكامل غاياته ه ان الجهد داخل القشرة ثابت لذلك يكين 
المجال هنا 


۱۹۷۲ 
* سنن ومجسال حلقة رفیعه 
نود الان ايجاد دالة الجہد وشدة مجال الجاذبية في مستوى حلقة دائريسة 
7 آ ه ٠‏ لنفرض أن نصف‌قدر الحلقة يساوى 8 وتلتبا 24 ٠‏ عندئذ لنقطة خارجية 
واقعة في مستوى الحلقة » الشکل ( 1-؟ ) نجد ان 


الشکل 1 »> ۰ الاحدائيات لحماب 
مجال الجان بية لحلقة. ٠‏ 





2 
dM ۸4_60‏ 
بت / مب ل كه | م دق 
حيث نى تمثل الكتافة الخطية للحلقة ۰ لحساب التکامل 4 سنمبر عنسه بد لالة الزا ويسة 
۷ المينة في الشکل * فمن المثلث 088 نجد ان 
Rain ۲ =r sin ۵‏ 


متفاضلها تحصل على 
a ۳ (‏ - هه-) ۵ ممه dê = r‏ ثر ۵0۵ =r‏ ۶ 6 ووه R‏ 
تنشج الخطوة الاخيرة من حقيقة کون 7 ۷ + 6 + 6 


هند تقل الحد ود واستعمال العااقة ‏ 6 ووه ط + ۷ ووه u = FR‏ 


تحصل على ل 
dê‏ 3 تيدم 2ع - ud 9“ = ~r 00۵ Û 2۵ = (r^‏ 
اذ ن التکامل المذ كور اعلاه يصبح 7 
٠‏ (ۍ وقد م د به ۳( ب مدو ۶۾ ج) / R4‏ بر ة 
0 
( 11( وا a‏ هاه اه 


حيث × يمثل التکامل الا حليلجي التام Conplete elliptic integral‏ 


۱۹۸ 


كمأ عرف في البند (؟ ١‏ ) ۰ عند فك التکامل کتساسلة وكاملها حدا يسيب حد تحصل 


ی 
2 7 ۱ ار 
5000 + ملك + أ اليك ه - و 
(5؟١)‏ 5 


oon)‏ + جھ/۾ + 1) ل ۔ ے 
عند ثذ شد ة المجال على مسافة * من مركز الحلقة » تكون بالاد. اء القدابی ( لان 5 


ليست دالسة للزاية © ٠)‏ وهي تعلطي پالمساد لة التالية 





GH aR 29‏ هن 2 
و (... - 898 ۳ 2 7 
2 ۳۹ كين ( n‏ م23 9 


فالمجال اذ ن لايخضع لقانون التربيع الحكسي ٠‏ اما اذا كانت * كبيرة جدا بالنسسبة 
الى 8 فالحد الاول يكون هو الخالب ويصبم المجال تقريبا من نوع التربيع المكسي ٠‏ 
(- ) الحلافة الكامنة في مجال مركزى عام 


Potential Energy in s4 General Central Field. 


رأيناسابقا ان المجال المركزى من نو التربيع العكسي يكون محافظا ۰ ولنفرض الان 


السؤال التالي : 

* هل ای بجا ل مرکزی لقوة يكون محافظا ؟ يمكن كتابة المجال المركزى المتجاننس 
العام كما يلي ب 
)۱.1( (ع + وژ + ع سلقلة س ۾ (م)م = F‏ 


حيث ۲/( ع + لل + a * ) 3x‏ تمثل الوحد ة المتجهة القطبية ٠‏ ولكي نطبق 


اختبار المحافظة ه لنحسب د وران ۴ .ای 


1 k 
Vx F و هيه و هه و27‎ 


ی وگ 


۱۹ 


سس( ۲ سه ( ص ) سرد , سك( ) دسم 
م نحسب التفاضل الجزثي على الشحو التالي 








of 
x d f(r ۵ 
2 E ر و‎ 
of د‎ 
(سلشکش دا د هده‎ 3 
ا ۰ ت‎ JF x(x سب = 2-4و برب‎ 
والتال‎ 
EE NC شري‎ 
oy Fr هه‎ ٣ من الواضح 4 عند ثذ‎ 
5 357 8 د لعلف‎ 
۳3 ۳ . ۳ 2 x 


وهناك معأد لات ممائلة للزوجين ف 6 4 و ی في * پاستعمال 


النتيجة السابقة ۶ نستطيعان نجد بسهولة ان الد وران يساوى صفرا ولذ لك یکسون 
مجال القسوة المركزية المذ كور اعلاه محافظا * اذ ن يمكننا تعريف دالسة الدلاقسة الکا منضة 
كيا في البند (1-.؟) ه على النحو التالي 
r ۳‏ 
V(r) = - ۲.۵ = - / f(r) dar )۱۵-۱(‏ 
مه 9 
وهذا يجيز لنا حساب دالة الحلاقة الكامنة ٠‏ اذا كانت دالسة القوة معلوسة ٠‏ 
مالعکس اذا كنا نعرف دألة الدلاقة الكامننة 6 فمن 
(۱11) لقللت ۔ > (م)ء 


OF 


تحصل على دالة القوة للمجال المركزى ٠‏ 


Angular Komen tum - الزخم السزاوی‎ L~ 
افرض المعاد لة العامة لحركة جسيم‎ 
F = ma 
۳ لنضوب طرفي المعاد لة اتجاهيا بالمتجسه‎ 


58 ع م ع 7ع م 
من التعريف ‏ الطرف الایسر لهذ ه المعاد لة ء پیثل عزم القسوة حول تقملة الاصل ٠‏ 


8 ) x mF) ج س حك اح 2-7 شت‎ 
“Fg AFT جد‎ 2007 mY XOV + PF XIV = F۳ X ma 


نتجت الخطوة الاخيرة لان 0 = Tx mY‏ ۰ والكمية 

2 دع ندچ‎ (YD 

می پزخم الجسيم الزاوى 9 لذ لك يمكننا كتابة 

و (1A‏ ۲۶ - سیف 


ای ان المز م حول نقطة اصل معلومة لقوة تواثر على جسيم تساوی تخیر زمن النخ م 
الزاوى حول هذه النقطة ٠‏ 
الزخم الزاوى في المجالات المركزية 
Angular 31012622 114 in Central Fields‏ 

للطیسق القاعنبة العامة اليذ كورة اعلا على حالة خاصة وهي حركة جسيم في مجال 
مرکزی ۰ هنا القوة # تور باتجاه تجه نصف‌القطر ۳ ۰ ای‌ان الضرب 
الاتجاهي ۴ × 2 يساوى صفرا : وهذا يعني » ان العزم يساوى صفرا » لذ لك لای 
مجال موگزی یکون س 

dE 
3 ۰ 


اذ ن 
JÜ = eonstant‏ 


۲۰ 


ای آن اليف ای لجسیم يحرف الي بعال مرکزی يق ونا تا 
نستنتج من ذ لك ٠‏ أن مار حرکةالجسیم في مجال مرکزی يبقى في مستو واحسد » 
ان متجسه الزخم الزاوی الثابتك 1 یکون‌عمودیا على کل من و 7 » ادن 
كو سوا اك از لو کدرا را تمس 
بقدار الزخم الزاوی 800262612 Magnitude of the Angular‏ 


لحساب بقدار الزخم الزاوی » يفضل تحلیل متجه السرعة ۲ الى مرکبتیسه الق ابيسة 
وا لمستعرضة في المحاور القطبية ٠‏ مذ لك یمکن كتابة 


طلس 


۷ = Fn + 2027 


حيثك وص تمثل الوحد ةالمتجمةالق'بية و ظ الوحدةالت:-ةالمستعرضة ٠عندئذ‏ 


نر الزخم الزاوی يكون 
x n (FR + rê 2|‏ 5 | = | بسع 1I=|r‏ 
ولما كان 0 = 8 * 2 و 1= nXR‏ اذن 


DL = nr 6 = constant 

لجسيم يتحرك في مجا ل قوة مركزية ٠‏ 

1 1 ) قانون المساحات ٠‏ قرانین کهلر لحركة الكواكب السيارة 

The Law of Areas. Kepler's Laws of Planetary Motion. 

يرتبدا الزخم الزاوى لجسيم بالمعد ل الزمني للمساحة التي يقدلعبا متجه الموضسع ۰ 
لتضيم ذلك ه افرض الشكل (1- 5) الذی يبين شجپي مضع متتاليينن ۶× ء 

۶ ۵ + یشلان حرکة جسني فسي فتسرة رم كدار هسنا ۵٩‏ ۰ 
مسا حة المثلت المظلل 4 4۸۵ الواقعة ين المتجهين هي 


z ۵۱‏ | ود ده 





الشکل (1-ه ) المساحة التي يقطعها مشجه نمش القلر 


ند قسمة طرفي هذه المعاد لةعلى 4 ۸۵ واخذ الغاية تحصل على 

-٩(‏ ۲۰) | + 2 | هد یف 
ومن تعريف 300 یمکننا كتابة هذه المعاد لة علی النحر التالي 

(1- ۱( لل | م ع | شا 

للمعد ل الزمني الذ ى يمسح فيه متجه نصف القطر مساخة ۰ ولما كان الزخم الزاو ی 

ثابتا في ای مجال مركزى + نستنتح من ذ لك ان السرعة الساحية 8۸/84 

تکون ثابتة ایضا في المجال المرکزی 


Kepler's Laws قوانین كيلر‎ 


اكتشف يوها نزکپلر Kepler‏ ومصصوژه سنة ۱۱۰۱ بطريقة التجيسةان 
الكراكب عند ما تد ور حول الشمس تكون سرعاتها المساحية ثابتة ٠‏ لقد استنتج كبلر هذا 
القانون واثنين آخرین * بعد ان قام تیشهزا Brahe‏ و۳0 بدراسة 
ضنيسة لمواضع | لکواکب وتسجيلها ٠‏ ووا نين کپلر الثلائة هي 

٠ كل كوكب يتحرك بمسار قطع ناقص تكون الشمس في بوارتسه‎ ١ 

آس يقطع متجه نصف القطر مساحات تما ة في ازمان متسارية ٠‏ 


"ل يتن سب مریم زمن الد ورة حول الشمس مع مكعب طول المحور الرئيسي للمسار 
قد ضح نییتن ان قوانين کیلر الثلاثة هي نتائج لقانون الجاذبية ٠‏ ومن المناقشة 
ألتي نقود نا الى معادلة (1 ۲۱) 6 نری ان القانون الثاني قد نت من حقيقة کون 
بجا |, جاذ بية الشمس مرکزیا ٠‏ ابا القانونان الاخران كما سنبين بعدئذ ه فبها 
نتيجة! ن امطيقة تون القوة تتغير مع مربع المساغة العكسي ٠‏ 
۷-۲ ) مدآر جسيم في جال قوة مركزيه 
۵ ه70 062:81 Orbit of a Particle in a‏ 


اد راصة حركة جسيم في مجال مرکزی » من الملاثم التعبيرعن المعادلة التغاضلية 
ır = f(r) 2 e‏ ۰ ۳ 
بالا حداثيات القطبية ٠‏ وكما بينا في البند (6)۱-۲ان مركبة 2 القطبية هي 2 ~ r‏ 


والستعرضة هي 5+بةإ2. ود التعويض نحصل على مركبا ت المعاد لات التفاضلية 


للحركة هي 
(r) )۲۲ ۰-۱‏ = (2هم ~ )عه 
rê) = 0 )۲۳ .-(‏ + 256 )سس 

من المعا د لة الق نية تحصل علی ۱ 
ا 0 = (فقی) بش 
rê = oonstant = h (YE.1)‏ 
ومن معاد لة (1_ ۱۹) نری‌ان 
(o -۱(‏ بل = h‏ 


اذ ن و يمثل الزخم الزاوی لوحد ةالكتلة ٠‏ أن ثبوته يعني ببساطة صياغة الحقيقة 
المعروفة مرة ثانية » وهي أن آلزخم الزاوی لجسيم يكون ثابتا عند ما يتحرك تحت تأثير 
قوة مرکزیسه ٠‏ 

وبکتنا نظريا حل المعاد لتين التفاضلیتین | المعاد لتان (۲۲-1 )و (1 ۲ )]لدالسة 


7 


رم 


قطبية معلومة ( × ) ۶ للحصول على + و © کد وال للزین + ٠‏ فى اسب 
الحالات يهمنا فقط السار في الفضاء ( المدار ) بغض النظرعن الزمن + ٠‏ فلایجا د 
معاد لة المدار سنستخدم المتغير ج المعرف كما يلي سب 


+= )۲۱-( 

اذن 

(7-3؟) جر 3ه بش = ۾ و - ءام 
حيث نتجت الخطوة الاخيرة من 

(- ۲۸) تسد = ۵ 
فا للمعادلتين (51؟) و(1۹-1) ۰ 

عند التفاضل للمرة الثانية » نحصل على 

(51-5) 0 كد - - يك فد - و يه ه - : 
من‌قيم ١:‏ ,© ,7 نجد بسهولةان المعادلة )١١-1(‏ تتحول الى 

(۳۰-۲) ( )£ ب et‏ و + که 


المعاد لة المذ کورة اعلاه هي معاد لة المد ار التفاضاية لجسيم یتحرله تحت تأئهسر قسسوة 


مرکزیسه* والحل يعطي ‏ (اذن © ) کدالة للتیر ۵ ٠‏ مالعکس ٠‏ اذا كانت 

المعاد لة القطبية للمدار معلومة-ه اى «(2۳<)9 ۵ عند لف يمكن ایجاد دالة 

القوة بتفاضلها للحصول على 3/402 چموضبا في المعاد لة التفاضلية ٠‏ 
امئثلة 


١‏ جسیم هي مجال مرکزی يتحرك بمد ار لولبسي 


N 


r = 0 


جد شکل دالسة الق وة ۹ 


عند نا نيطب د نا 
co‏ 
و 
دہ - اج سک ليف و 87لا د فد 


عند لل ۵ من المعاد لة (-0") 
( )۶ لىت ب 6ou + u‏ 
mh “u‏ 
آذ ن 
رگن + گنوی گر ۔ ے رطع 


1 0 2„ 
و رض + r‏ 
فا لقوة تتكون اذ ن من قانوني التكعيب العكسي والقرة الرابعة العكسسسية ٠‏ 
۲- في المسألة السابقة جد كيف تتغير الزاية 9 معالزين ۰ 
نستعمل هنا حقيقة کون × = ط تابتا ۰ اذان 


۱ سی e hu“ zh‏ © 
31 ۱ 00 
h ۱‏ 4 
dat‏ = ۵*۵۵ 
vu‏ 
وهکذ! » بالتكامل نجد أن 5 
2 0 
ho 1‏ = 3 
حيث فرض أن ثابت التکامل یساوی صفرا ٠‏ عند ثذ 
دنو = و 


حيسثك 


1/5 


0 = constant = (2<مدو)‎ 


۲۰ 


Energy Equation of the Orbit معاد لة الطاقة للمدار‎ )۸ 1 


2 2 2 


¥ . . ت‎ r + rê 
لما كانت القوة المركزية محافظة ء فالطاقة الكلية ۲ + 71 ثابتة » وهي‌تساوی‎ 
)ص‎ 4 +202 (+ V(r) = E = constant (۳۱ ۱ ( 
ويمكتنا كذ لك كتابة المعاد لة السابقة بد لالة التفیر سل د نا ۰ ومسسسن‎ 
المعاد لئین (۲۲۷-۱) و (1- ۲۸) تحصل على‎ 

(ur) = 8 (1)‏ + ل گس + ۶ ] 2طس4 
وفي المعاد لة السابقة هناك تغیران فقط هيا تا , © ٠‏ وسنسي هیده 
المعاد لة اذ ن بمعادلة الطاقة للمدار ٠‏ 


يشال 


من المثا ل ۰ في البئد السابقه <سلنا المد ار اللولبي وہ r‏ لت سای سي 
2/2 - 3 سکن = ا 
فمعاد لة الطاقة للمدار تكون اذ ن 


#mh (4ou + u2) + ۲ = E 


ری + چگ ہے چ - 2 = (۲)2 
r r‏ 


او 


f(r) = -a¥/ar 


11 ) المداراتفي مجال التربيع العكسي 


Orbits in an Inverse-square Field 


من أهم انواع المجالات المركزيه هو الذ ی تتغیر فيه ا اقسوةعکسیا مع مربع المسافة 
القطبية 

}1 ۳۳) ر = ()ع 

نمأ کا ند آم یی الاضارة عا بة في الممادلة السابتة أضاب.. ااتناسب 1 یکسون 
مرجها اقرة التجا: ب والع ,)ا لعكر, ٠‏ ( كما رأبنا فر البند  )1١1(‏ الم 
لمجال الجاذبية ) ۰ ندید بع معاد لةالمدار [البعادلة (1 = ۲۰)] 





e‏ سیگ = بو + بت 
dg“ mi“ ۱‏ 
وین الواضح ان الحل العام هر 
?1 ۳۵) سرک + ر9 ~ ه) T= A cos‏ 
mh‏ 
اد 
2 
A cog (3 ~ 9+ K/h‏ 


وشصب ثوابت التکامل 4 ,ی من الشروط الابتدائية ٠‏ واما کانت‌قيسة .© 
تین ديلا ن المدار ليس غیر ه لذ لك يمكئنا بد ون نقدان عمومية المعاد ل2 اخةتيار 
3 = ر عند بحث شكل البداره ای ب 


5 (75ا؟) س سام‎ 
A cos © + k/mh 


پهذ » هي معاد لة المدار القطبية ٠‏ رهي معاد لة قطع مخروطي (قطع ناقص همكافي»6 
او زأئك ) مع نقطة الاصل في البوارة ٠‏ مكن كتابة الماد لة بشكل قياسي علسی 


أننحوالتالي 
)1 - ۳۸) له خش وم دج 
e cos 9‏ + 1 
۳۹ غ َ 
A mh (T۳. 1‏ 





6 = 1 


2 3 
EEE 1 IE ET 
9 k(1 + e) 2 


الثابت © يسمى باختلاف المرکز ۰ رخ ٥٥61٣1٥1‏ والشكل (1- )٦‏ یوضح 
الحالات المختلفة رهي 





المكل ( ۱-۱) 
عائلسة مقاطع المخروط المركية 


قطم تافص : 1 > ه دائرة ( حالة خاصة من القطع الناقص ) 1 60 سه 


قطمكافي" :1 = ۾ قطعمنزائد : 1 < وه 
من المعاه لة " )1— ۳۸) ی" هي قيمة ا عند ما © = © ٠‏ قيمة r‏ 
عندما 7س ۵ هي 


a)‏ هت ىم ی 


پالنسبة الى المدارات الاهلیچیسه للكواكب حول الشسر, ه تسدمى السافة و۳ 
با لحضیض الشمسي ده ۲۵۲1611 (اقرب سافةالی الشمس )ه والمسافة ر٣‏ 
تسمی پالاوج ۰۰ 0 (ابعى مسافة من الشمس ) ١‏ اما المسافات 
المماثلة لها لمدار القمر حول الارضه ولمدارات ترابع الارض الضتاعية ه فتسی ‏ 
مسافات الضیض القمرى »202120 ولاوج مزع على التتال. سي ٠‏ 
ان الاختلافات المركزية لمد!رات الكراكب حول الشمس سغيرة جدا ( انظر جند ول 
(١5 "‏ "ادناء: ٠‏ على سبيل البثال + في حالة مندارالارض 0.017 = وه 

me‏ 91,628,000 = وت me,‏ 000,000 5ؤسرد. ومن ناحية 
اخری» فان المف تهات بصورةعامة لها اختلافات مركزية كبيرة ( مدارات كبيسسسسرة 
الاستطالة) ٠‏ فمثلا الاختلاف المركزى لمذ نب هالي يساوى ۱۷ نوس فسة 
حضيضه: ۰۰ ۰۰۰ ۵۵ ميل 6 بینما اوجسه خلف مدار نبتون ٠‏ ولمف نهات کتيسرة 
( النوع غير الدافر ) مدارات قطع مکافی* او زائد ۰ 

ایجاه البرشران الذارية من الشزوط الابثدائية 

زایا من العا د ل ( ۲۰1 ) ان اختلاف المركز ييكن التعبير عنمه كما پلسسی تب 


(- ۲ ) 1 - س د 
o ۱‏ 2 
لنفرض أن 2,70 انطلاق الجسيم عند ما تکون 0 عند ئف © من تعريف 
ألثابت ط المعادلة( 24-5) دتا 





h « rê 2 r الل‎ = 2*۲ )1۳ N} 
فاختلاف المرکز عند ثذ یکون‎ 
211۳ 7 2 
e = عد‎ 1 (٤ 1( 
للمدار الدافری (0 - © ) عندید تحصل على تت عط او‎ 
(e -1( 
ص‎ .: e اب‎ 
00 


ولترمز الان للكمية .تيز پالویز _ ٣ےہ‏ بحيث هاذاكانت ولاس 


EV 


يكون المدار داثریا ٠‏ عند ثذ. يمكن كتابة علاقة اختلاف البركز غي المعادلة 


٤٤ 1(‏ ) هكمايلي ل 
(1 0 ) ر 
6 
ويمكن كتابة معاد لة المدار على النحو!لتالي 
(1— 1۷ ) و( 


cos ©‏ لم0 )| +1 و سن 
ونحصلى على قيمة F3‏ عند ما تكون ‏ 77 = © ان 
رات (Toe) ) A‏ 


1 = FTF 1 
2 مس۷(“‎ 


0 


مشال 





تابح صاروخي يد ور حول الارض بمدار داثری لصف‌فطره ,۲ ٠‏ هد سیب‌اتفجا ر 
محرك الصارن اليفاجي* زياد ة | :طلاقسه بنسبة عشرة بالمائة * جف معاد لة المدار 
الذي باح ينان شاه الا وت + 


لنفرض ان .+ تمثل الانطلاق في البدار الداثری» و م7 الانطسسسلا ق 


الابتدايي الجدید » ای آن 
Vg > 1.1 vé‏ 


عند ف تصبح المعادلة (1- ٠۲‏ ) للمدار الجدید ٠‏ 





1.21 
كن که 4ے‎ a 
1 + 0.21 cos © 
1.21 
rn =P = 1.55 PF 
1 ° 2-121 9 


قد بينت المدارات في الشکل (-۰)۷ 
1 ۱۰) الطاقات المدارية في مجال التربيع العكسي 


Orbital Energies in the Inverse-~square Field 


۲۱9 


الفکل ( ۷۰۰۱ ) 
یغیر الصاروخ الفضائي مسد أره 
س دائرة الى قطسع تاقسسص ٠‏ 
لبا كانت دالة الطاقة الكامنة ١ )  (‏ لمجال قوة التربیع العکسية هي 
ku‏ ~ م سب - = V(r)‏ 
مك فى تحصل من اليعاد دة (:-۳۲۰) على مماد لة الطاقة للمدار وهي 





ku = 8 ) 4+ (‏ - 1 5 + °[ تطسة 
اوعند فرز المتفيرات + تحصل على 
(aa)‏ 27 - يك يعم = 69 


e‏ شتامل 6 هله ان 


م8 + [ محف س ده 


حه ن6 تمثل بت التكامل ٠‏ ناذا فوضنا ان 7/2- سي رحلت للتفیر 0 ه 


تسیل على ۳ ۱ 
u = - 1 + )1 + 2۳92 j eos 8)‏ 
أ 
و 
(1ے HERSE (a1‏ لطا 


1 + (1 + 2RuhÃkx”)* cos © 


1۲ 


هذه هي معاد لة المدار القطبية ۰ عند قارنتها بالمعاه تین (1 - ۳۸) 
و (1- ۳۹) نرى ان الاختلاف المرکزی هو 


(1- ۲( 2# معد + 1( = e‏ 
العلاقة المذكورة اعلاه للاختلاف المركزى تجیز لنا تسنین المدارات فقا لاطاة.. 2 
الكلية × کما يلي - 
مدارات مغلقة ( قطع ناقصاو دائرة 1< ۰ 0 > E‏ 
قطع مكأافسي* : ده ۵ مه E‏ 
قطعزاد 1 1 > E > 0 e‏ 


لما كانت ۲+۲ =8 روكذ لك ثابتة : فالمدارات:المغاتة هي التي تکور, في .ا 
۲۱| > ۲ »والمدارات الختوحة هي التي نکون فما |7 | < 1 


شال 





لوحظ ان انطلاق نجم مذ نپ‌یساوی م7 عندما يكون على, مسافة مد من الشمس ه 
المرکزی لمد ار النجم المذ نب ۰ 
o‏ = × حيث لا تمثل كتلة الشمس و 2 
constant‏ = ۳ - و E‏ 
وا لذ لك انا كانت ( 0 ) اقل من» تساوى او اکبر مسن 0 
فسيكون المدار قطما ناقصا » مكافظ أو زائدا على التتالي ۰ الآن ۰ 


۲ ۱ ۴ 


sin 6‏ ۴۵ = | ۴ ۶ | = ظ 
اذ ن تكون قيمة الاختلاف | لمرکزی ,ه من المعادلة (1- )هسي 
+ 222 
۵ لدم ۷۲۶ *حر 
1 فيلت وه - ۶ + :]۰ 


قد يعبر عن حاصل المرب »61 بدلالة انطلاق الارض م۲ ونصف قطرها 
المدارى ۳۵ (على فرض ان المدار ذائری) » ای 
GM =» e‏ 


ند ثذ يمكن كتابة المعاد لة التي تحبر عن الاختلاف المركزى على النحو التالي - 


ل ”7 2r ٣َ‏ 2 ی 
۱ غيم .قلف رف o.‏ ۰.3 
E 8 1‏ 2 00 + 0 6 
یات الحركة نصف القطرية 
من معاد لة المدار النصف قطريه (۵۱-1) » نرى آن قيم ×« عتديا ۵ =0 
هي و2 ؛چندیا 7 سه هي ر های‌ان 
(or 1)‏ ع ق 
x” *)*‏ 1+2( + 1 
(4-0ه) و ب 
27 مس2 1) - 1 


في حالة المدار الاهليلجي تكون 3 سالبة والقطر الرئيسي 28 للقطبسع 


هو + + 2 = 28 


عند فف نجد © من المعاد لتين ۵۳-۰ ) و(6415ه)هان 


(5مه) سد - - و2 


۲۱ 


اذن ۵ قيمة 8 تحسب کلیا من الطاقة الكلية ٠‏ 
وفي حالة المدار الداثری الذى نصفقطره ه ععنه تا 


نأحته 6 58ج x‏ 3-6 5 


2 7 
sonstant‏ س سیر = = ب 
أذ ن الطاقة الحركية تكون 8 


9 = uv = E د‎ 7 x K/2a 
يكن البرهنة على أن معد ل زین الطاقة الحركية + للحركة الا هليليجية في مسال‎ 
7 a ایضا ە والمعد ل الزمني للمناقة اللامنة هو‎ k2 التربیم العكسي هي‎ 
٠ وقد ترك البرهان کتمرین‎ ٠ حيث ۾ يمثل المحور الرئيسي. للقطع التاقس‎ 


)١١ 1‏ مدة الد ورة للحركة المد.ارية 80610 ثه*1طم2 o?‏ وسدت ‘Periodic.‏ 


بهنا ني الهند (1-1) ان السرعة الساحية ۸ اجيم بتحرك في ای مجال مرکز ى 
تکون ثاپتة ٠‏ اذ ن » الزمن اللازم وة نیتحرك جسيم من نقطة مثل و السو, ای 
نقطة اخرى وه (الشكل ٠‏ 16 8) تحصل عليه من المعاد لثيسن ۲۱۰-٩‏ 





A2 2a 2 OEE 
و2‎ BH i E 
)۸ ٦ ( الشكل‎ 
المساحةالتي يقطسها‎ 


ك8 ۳۳ 


حيث و بل تمثل المساحة التي یفطصبا متجه نصف القطر بين النقطتین 27و ٠20‏ 
لنستخدم النتيجة السابقة لحالة مدار قطع ناقص لجسیم في مجال التربیع العكسي ۰ 
لما كانت مساحة القطم الناقص هي اه 7 حيث د و ا یمثلان نصفي المحورا لرئيسي 
والثانوىه على التتالي ه عند ئذ ٠‏ الزمن اللازم 7 لكي یکمل جسيم مسارا مداريا 





١ 
277 ab و‎ 
۳> (50ه)‎ 
ولكن للقطع الناقص 2م - 1 ے لف‎ 
ان ن يمكتنا كتابة‎ ٠ حيث © هي الاختلاف المرکزی‎ 
2 77 غم‎ 
7 1 - e2 





علاوة على ذ لكء نجد من المعاد لتین (۰-۱ ) و (1- ١ ) 5١‏ ان المحورالرئيمي 


2 2 
هو 2۰ 1 1 mh‏ 
025 (و + يون ۳ = ود نم عو2 


مذ لك يمكننا التعبير عن زمن الد ورة كما يلي 
(1-لاه) 
أذ نه زمن الد ورة لمجال قوة تربيع عكسية معينة يعتمد فقط على طول المحورا لرئيسي 
لمدار القطع الناقص ٠‏ 
ولما كان 6908 = لجو م كتلتسه = يتتمرك في مجال جاذ بية الشمسه يمكننسا 
کتابسة زمن د ورة حركة الجر م المدارية كما يلي 
T= 2/4 (۵۸ -1 (‏ 
حيث 7 7 (1) 0-27 .من الواضح ان ه هي تفسها لجميع الاجرام ٠‏ والمعادلة 
(1- 8ه) تمثل ‏ الصيغة الرياضية لقانون كبلر الثالث» (الیند 1-۲ )۰ 
اذا استعملت الوحدات الفكية لقياس ۵ ( ۰ 006 ميل = اموي ۱۶ 


تست ]۱ ۲ مس 


وحد ة فلكية ) قيست 7 بالسنین ه عند ثذ تکون قيمة ه العد دية واحدا ٠‏ قد 
سطرت في الجد ول (1- ۱ ) ازمان الد ورات والمحا ور نصف الرئيسية با لوحسسدات 
الفلكية ركذ لك الاختلافات المركزية لمد ارات الاجرام في المجموهة الشمسية ۰ 

الجدول ( 1 ۱) 





المحاور صف زمسن الد ورة الا ختلاف 


الجسسمم الربيسيةبالوحدات بالسنات المرکسزی 





إلفلك : 
عطسارد A۲ Mercury‏ ر‘ ۱ آر ۰ ر 

الزهسره Venus‏ ۳ ر ۰ ۰۵ ° ۷ ٠‏ 
الار ض Earth‏ ۰° تر ۱ ۷ 
المريسخ Mars‏ ؟ ۲ هر ۱ ۱ ۸را ۳ ور ۰ 
الشتر ى up e۲‏ ره 41ر1 ۸ مر ۰ 
زل Saturn‏ ۹ر۹ 1 ر ۲٩‏ ەر 
اورانو س Uranus‏ ۹ر۹ ۸t۲‏ ۲ر‘ 
نبتسسون Neptune‏ °1 ۸ر ۹ر 
بلسو Pluto‏ 1 ,۳۹ دافن ٩‏ ۲ ر ۰ 


۱۲-۲ ) الحركة في مجال التربیع العكسي التنافرى - تشتت الجسیمات ا لذ ريس سه 
Motion in an Inverse-square 262218156 ۰0‏ 
Scattering of Atomic Particles‏ 
هناك تطبيق فيزيا ئي مهم يتضمن حركة جسيم في مجال مرکزیه قا نون القوة فيه من نسوع 
التبيع العكسي التنافری» كا نحراف الجسيمات الذ رية العالية الانطلاق (ا لبرخونسات 
جسيمات الفا وهلم جرا ) بتأثیر نوات الذ رات الموجية الشحنة ۰ ان الابحاث الاساسية 
التي لها الا ولية في معلمماتنا الحالية للترکیب الذ ری وإ لنووى هي تجارب آلتشستت ه 


۱۷ س 


وكا ن اول من بدأها الفيزيائي المريطاني اللورد رد رفورد في بداية القسرن الحالسي ۰ 
افرضان جسيما شحنتهن وکلنسه « (الجسيم الساقط بانطلاق عال )يمرما لقرب 
من جسیم غيل شحنته ۵ (النواة ‏ فرضت ثابتة ) ۰ ۰ وا لجسیم الساقط تو “ثر عليه قوة 
تنافریه تعطی من قا نون کولو م »ای 
هه = f(r)‏ 
r‏ 


حيث فرض‌موضع 4 في نقطة الاصل ( سنستعمل الوحدات‌الالكتروستاتيكية 62 ٠‏ 
للشحنات 050 . عندئف تكون ١‏ مقاسة بالسنتمترات والقوة بالداينات) 6 عند شف 
تصبح المعاد لة التفاضلية للمدار (۱--۳۰) كما يلي 


(٠۹ -1(‏ يە ون جد 
اذن معاد لة المدار تکون 


1 
(اس۱۰) ليا سس ص م نا 
طسو - ( 0-9 )008 A‏ 


ویکتنا كذ لك كتابة معاد لة المدار بالشكل الذ ى تعطيه المعادلة (5 ١ه)*‏ ای 

(1- 1( يې *طه 
رارژ (رهو)ووه 0 25-5202 +3) + 1- 

لان وه . المدار قطع نكاقي“ ۰ ومکن رواية ذ لك من الحقيقة الفيزيائية وهيان 

الطاقة 8 تکون دائما اكبر من الصفر في مجال قوة تنافرية ٠‏ ( في الحالة التي عند نا 


. سي + سج =8 )اذ نء في المعادلة (1 »)1١‏ الاختلاف المركزى ه 
وهو معامل ( م9 - ٣9‏ 8 يكون اكبر من واحد ٠‏ وهذا يعني أن المدار یجسب 
بر 
ان يكون قطما جما را 
پقترب الجسیم الساقط على طول احد خطوط القارسة 27۷019 وييتعد علسی 
طول الاخر كما هو مبين في الشکل (1-. ٩‏ ) ۰ وقد اخترنا اتجاه المحور القطبسي بحیث 


— Y۸ 


يكون موضح الجسيم الابتد السي في 0 , >> ع ۰ وواضح أن × في ای من 
معاد لتي المدار تاخذ قيمة النپاية الصغرى عند ما تکون 9,(=1 - 9) و۵0 ای 
عندما .© = © ٠‏ ولما کانت »0 = «دعندما 0 = © هعندگذ ٣‏ تساوى كذ لك 
مالا نپاية‌هندما ,20 = © ۰ فالزاوية بين الخطین المتقاربین للقطعالمكافي' اذ ن 
تساوی .20 » ولزاية كر التي ينحرف فيا الجسیم الساقط هي 
(1- 1( - 7 - 8 
علاوة على ذ لكه يتلاشى هام يمين المعادلة (1- (1) 6 عندما 0 =0 
و .29 = ٠اذن‏ 

۵ = مو همه #(72و2 و2 2Emh‏ + 1( + 1- 
ومنها نجد بسپولة ان 
(۱- 1۳) سل مه = وود #(سة) = ره tan‏ 
وتنتح الخطوة الاخيرة من المعادلة (1- 1۲) ۰ 
عند تطبیق المعاد لة السابقة على مسائل التشتت هفمن المناسب التعبير عن الثابت 8 
بدلالة كمية اخرى د تسمی پرتر التصادم تسه 1۰ط ست وبرئتر التصادم هو 
المسافة العمودية بين نقطة الاصل ( مركز التشتت) والخط الابتدائي لحركة الجسیم ) 
كما هو مبين في الشكل )٩-۱(‏ ۰ای‌ان 
x | = pv, )1-1(‏ | <ظ 
حيث و۲ تمثل الانطلاق الابتدائي للجسیم ۰ ونعلم ایضا ان الطاقة ‏ ثابتة یتساوی 
لطاقة الحركية الابتدائية uv‏ هلان الطاقة الكامنة الابتدائية تساوى صفرا 
( ته = د)ء وؤقا لذ لك ء يمكننا كتابة علاقة التشتت من المعادلة  1(‏ 1۳ ) 
بن ا هه cot‏ 


5 





مسار زائد ی القطع لجسيم مشحون يتحرك في مجال 


امثلة 





١‏ ينبحث جسيم الفا من الرادیوم ( 5 تساوی خمسة ملایین الکترون فولت تسا وى 


۲ 
6۵ ۰ ۶ ۱,۱ ۱۰" أرك ) وينحرف بزاية ٩۰‏ عند مروره بالقسرب من 
نوا الذ هب ٠‏ فما قيمة برتر التصادم ؟ ۰ 


لجسیمات الفا26 = ي »وللذ هب 795 = 0 حیث © تمثل الشحنسة الا وليسة 
(الشحنة التي یحطها الا لکترون تساوی 6 ) ٠‏ في وحداتنا ءيه ٠4.8107‏ : 


اذ ن » من المعاد لة (1۵-1) تحتل على 


20 2 
0 + لفات لعف > 5و :هه هف = م 
x 55‏ 1.6 * 5 ۶ 2 


12 35 


x 10”‏ 2.1 = 
۲ حسب أقرب مسافة د نو لجسيم الفا في السوال السابق ٠‏ 


تعطي معاد لة المدار (1- ۱۱ ) مسافة اقرب دنوعندما تكون ر9 = ۵ »ای 
1-0( ونر 5000 
20-5 1+224( + و nin‏ 
عند استخدام المعادلتين ( 1 ٤)‏ 1) و( ١٠)ء‏ يمكن كتابةالمعادلة 
السابقة » بعد تبسیطپا قليلا على النحوالتالي ‏ 
(1 1۷( )8⁄2( 08 مر _ )0/2( P cot‏ 
(8/2)صله سل 7 (1+004:2)8/2] +1“ 


اذ ن عندما © تساوی ٩۰‏ درجة ٠‏ نجد 


= ید۳ 


qay = 2.41 p = 5.1 x 10742 om. 
لا حظان المعاد لئین (1- 11) و (1- 1۷ ) تصبحان معاد لتين غير محددتیسن‎ 
زفي هذه الحالة یسوب الجسیم مباشرة‎ ٠ عندما 0 = م = ط‎ 386 
ويقترب منها على طول خط مستقیم» وتنافرا معها باستمرار بقسسوة‎ ٠ نحو النواة‎ 
٠ هذ ه النقطة یمود على طول المستقيم نفسه ».ای بزاوية انحراف قدارها ۰ ۱۸ درجة‎ 
وفي هذه الحالة يمكن أيجاد قيمة موي پاستخدام حقيقة کون الطاقة 7 ثابتسه*‎ 
٠ والطاقة الحركية تساوى صفرا‎ ٠ الطاقة الكامنة في نقطة الرجی تساوی ,_ر/و0‎ 
أف ر‎ 
E = uv = QV/Fnin 
۱ و‎ 
ain > 2 )1۸ -( 
رأينا ان جم 2022 س پیت لجسيمات الفا المنبعثة من الراد يو م والمتحرفة بنها ت‎ 
الذهب عند ما تكون زاءية الانحراف تساوى ۱۸۰ درجة٠ ان ملاحظة هذه الا نحرافات‎ 
1 تبين ان نصف‌قطر النواة‎ 
تبین ان قطر النواة بحدود .۱ سم‎ 


ل ا ۲ اس 


¥ 
Motion in a Nearly Ciroulaî? 0121-5 2247‏ 
من الممكن الحصول على مسار داثری تحت تأ ثير ای قوة تجاذ ب مركزية ٠‏ ولكسن 
ليست جميع | لقوی المركزية تحد ث مد ارات د اثرية مستقرة ٠‏ ولنناقشالسوا ل التالسي « 
اذا كان جسيم ینحرك في مدار داثری انی اضطرابا صغيرا » فپل یبقن المبدار 
الناهي» قریبا من المسار الداثری الاصلي ؟ لكي نجیب‌علی هذا السوال » تعسود 
الى المماد لة التفاضلية القطبية للحركة ة ای المعادلة (۲۲-۱) ۰ 
لما كانت 2</طسة هفيمكتنا كتابة المعاد لة القطبية على النحوالتائي 
2 
0011-3 (z)ء‏ - وخ - ی 
الان ه للمدار الدائرى ه × ثابتةاى ه 0 = ۳ ٠أىن‏ 6 عند تسمية لصف‌قطر 
المدار الداثری ” ۾ " تحصل على 
mh?‏ 
£(a) ) ۷۰ 1(‏ کد س مس 
8 
للقوة عند ما هع جر ۰ 


الان لنعبر عن الحركة القطبية بدلالة التغیر × الذى یعرف‌كالاتسسي 


xz=r~—a )۷۲۱ - ٦( 
على النحو التالي‎ ) 1٩ -1( عند ثذ يمكن كتابة المعاد لة‎ 
n - لطع‎ (x + a) = f(x + (ه‎ ۳۲1 


هفك الحدین اللذ ین يحتهان على 8 + × كمتسلسة اساسية في × ه نحصل علسی 
(YF —1)‏ وه + (و)۶ + £)a(‏ = (.. + 5- له - تن 
تختصر هذ » المعاد لة استنادا الى العلاقة البينة في المعادلة (۷۰-۱) الى 


mx + ] = f(a) - (ه)۶‎ ( x= 6 (Yt -۱( 


A ها‎ 


هذا اذا اهملنا الحد ود التي تحتوی‌علی × فيا فق ۰ راذا كان معامل × 
( الكمية التي في داخل الاقواس) في المماد لة السابقة موجبا » عند ثذ تكونالمعادلة 
هي نفس معاد لة المتذبذ ب التوافقي البسیط۰ في هذه الحالة ه اذا اقلق الجسيم» 
فسيتذ بذ ب تجافقيا حول الدائرة ۸× » بحيث يكون المدار الدائرى مسستقرا ٠‏ 
هالمكس + اذا كان معامل × سالبا في المعاد لة (1- ٠) ۷١‏ فعندثذ تكون 
الحركة نهر متذ بذ بة والنتيجة هي ازدياد *اسياية5181دهدوج>ه معالزسن ه 
والمدار غير مستقر ۰ ( اذا كانت معامل × تساوى صفرا ه عندئذ يجب ان يحتوى المفكوك 
على الحد ود العالية لاجل حساب‌الاستقرار ) ٠‏ اذ ن ه پمکننا القول ان السسدار 
الدائرى الذى نصف‌قطره 8 يكون مستقرا اذا كانت دالة القسوة <١‏ ) * تستوضي 
المتباينة ۱ 
(Ye 1)‏ 0< (و)۶ سه + f(a)‏ 
مصوة خاصة ه اذا كانت دالة القرة القطبية مرفوة الى ای أس ء ای أن 
شوم = f(r)‏ 
عند ثذ یکون شرط الاستقرار كما يلي 
ona < 0‏ سك د ~a‏ 
(۷۲۱-۱) كد 
إن ن قانون التربیع العتسي ( 2- n=‏ ) يعطي مدارات د أثرية مستقرةه كما هو 
الحال في قانون المسافة الماشرة( 1 = د) ۰ والحالة الاخيرة هي لمتذ بذ ب توانقي 
يتذ بذ ب‌في بهدین ۰ وللقوة الرابعة العكسية ( 4- = 3 ) تکون المد ارات الدافرية 
غير مستقرة ۰ ويمكن ایضا البرهنة على ان المدارات‌الداثرية غير مستقرة لقانسسون 
التکمیب العكسي للقوة( 5- = د) ۰ ولاثیات ذ لك فمن الضروری أدخال خد ود 
مرفوعة الى قوی اکبر من واحد في المعاد لة القطبية ٠‏ 


EE‏ ۲ ند 


١ 1‏ ) القبا والزوايا القبية للمدارات التي تقترب من الدائرية 

۳۹ and 2 Ahgles for Nearly Circular Orbits 
الاوج اوالقبا هو نقطة في مدار يكون فيها متجه نصف القطرفي تپایتسه المغرى‎ 
٠ او العظمی ۰ ان نقاط الحضيض الشمسي والاوجح هي اقباء لانصاف اقطار المدا رات‎ 
٠ والزاية التي يقطعها متجه نصف القطر بين قبوين متتالیین تسمی بالزا هة القبهة‎ 
فالزا هة القبية اذ ن تساوی 77 للمدارات‌الاهليليجية تحت‌تأثیر قانون التبيع‎ 
٠ العکسي للقوة‎ 
رايناني حالة الحركة التسي تقترب من المدار الدائرى » ان * تتذبذب حول‎ 
ينتج‎ ) ١۲ -1( ومن المعادلة‎ ٠) الدائرة هج = < (اذاکان المدار مستقرا‎ 
ان زسن الذبذبة 7 لهذا التذبذ بهو‎ 


7 = 7 ۳ )۲۷۲۷۲-۱( 
س‎ f(a)+ £(a)) 


في هذ ه الحالسة تکون الزاية القبوة مسایة تماما لقدار الزياد ة في 
الزاهة القطبية 6 خلال الفترة الزمنسية التي یتذیذ ب‌فیها 7 منقيسة 
النهاية الصغرى الى قيمة النپاية العظمی التالية ۰ ای ان هذا الزمن یساوی 
بر 7 # ٠‏ ولبا كانت 2ط = © هاذن‌تبقی ۵ ثابتةتقريياء هکتنا 
كتابتها كما يلي - 
1 

2 لهت ۔ )يطاس ن 
(-۷۸) 0 )لیگ ]دیف 

هد نتجت الخطوة الاخيرة من المعادلة ( 1- ۷۰) ٠إنف‏ نالزاهية 
القبهة تعطي من 


‡- 7 
(794-5) للقي ء + 5] 7 7۵ P=‏ 


سب ؟ ٩‏ ۲ ست 


أذ ن لقانون القسوة الاساسي 
رو = f(r)‏ 
(1 ۸۰( رو + و) 7 ی ۳۲ 
في هذ ء الحالة تون الزا وسة القبوسة مستقلة عن حجم المدار ٠‏ فالمدار یکسسسون 
تكراريا او ثنائي الدخول » في خالةقانون التربیح العكسي ( 2- = « )السذى 
تكون فيه 7۳ = وک لك في حالة القانون الخطي ( 1 = « ) الذی الكون فيه 
سيك = ۳ مولی اية حال اذا كانت 2 = 3 مثلا ‏ عندئذ ۳۳7/۱5 وهوهدد 
اصم ليضاعغات 77 هولذ لك لاتميد الحركة نفسپا ٠‏ 
واذا ابتعد قانون القوة قليلا عن فانون التربيح العكسي ه فعند ثذ اما ان تتفسدم 
ات ار اور ويعتمد ذ لك على ما اذا كانت الزا هة القبوية اكير قلی لا 
. اواصفرقلیلا من 7 ۰( انظر الفکل ٠١1‏ )۰ 


مدا 

المكل (۱- ۱۰) > 
الزاوسة القبوسة 

لنفرض ه على سبیل المثال» ان القوة هي من الثيع 


(r) = - جك - يكلف‎ )2١-( 
هذا هو نيع دالة القوةفي سطح حلقة * كيا هو واضح من‎ (٠ حيث © صغیرا جدا‎ 
) 7886 -5( الزاهسةالقبية 6 من المعاه لسة‎ ٠) ۳-١ المثال ۲ ء بند‎ 





© س 


5- - ۳ 
كي 0 و > 4 برد a‏ + 5) 9-7 


۱ 9 2 - Ca 
. 7) e مد مد‎ 
۱ 1 + € و‎ 
, هد أهملنا في الخطرة الاخيرة حد ود الكمية 2ها/ € المرفجة الى امس اكبرمن‎ 
٠١ةبلاس‎ © نوی إن الاقباء تتقدم اذا كانت € موجبة + پینما تتأخر اذا كانت‎ ٠ واحد‎ 
لقبد قرب اضطراب | لجان بية لكوكب معين بسبب الکواکب الاخرى في المنظوسة‎ 
ومكن اعتبار ظاهرة التجنع‎ ٠)۸١ -1( الفمسية بالحد *د/> في المعادلة‎ 
انظسسر‎ ( ٠ لاحد الكواكب السيارة تقریبا هي نفسبا نیما لو انتشرت‌علی شكل حلقة‎ 
المعادلة 1 ۱۳) هند حساب الاضطرابات لعطارد » الكركب الاعش ه لوست ان‎ 
٠ الحضیض الشمسي لهذا الكوكب يحد ث تقد ما قداره ۰۳۱ ثانية في القوس لكل قرن‎ 
هذا الفرق الذ ى منداره 4۳ انية‎ ٠ لكن التقدم القاس هو > 7ه ثانية في القرن‎ 
۰۲۲( قد فسر بالنظرية النسبية العامة لانفتاین‎ 
يبتعد مجال !لجان بية با لقرب من الارض قلیلا من فانون التربیع المكسي هلان هالارض‎ 
ليست كروية تماما * سیب هذا تقدم الحضیض القمری للتابع الصناعي السف ی‎ 
يقح مد اره بأ لقرب من مستوى الاستوا* باستموار باتجاه حركة التابع٠ ان ملاحظة هذا‎ 
التقدم کانتاحدی الطرق الدقيقة لحساب هکل الارض ٠فقد بينت هذه الملاحظات‎ 
ان شكل الارضيقرب من الشکل العرموطي ۰ واضانة الى حد وث‌تقدم في الحفيسض‎ 
القمری للتابع الداثر فان تفلطح الارض يسبب ایضا طوانا 266688 لسطح المدار‎ 
٠ اذا لم يكن المدار في مستوی السطح الاسترائي الارضي‎ 


3 
معي‎ (A۲ -۱( 





(۲ ) پوجد تقد,م متبق صغير يسبب تبلطح الشمس ۰ هذا التقدم نهر ثابت واکن 
قد یکون اقل من ثانيسة واحد ة في الفرن ٠‏ 


ست 1 ٩‏ ۲ تس 
تياريبىي 


اس ۱) اثيت ان قسوة الجاذ بية على جسيم داخل قشرة كرية رقيقة تساوى صفرا 
بطريقة (1 ) ایجاد القوة مباشرة و (ب) البرهنسةعلی ان جهد الجاذبية تایست ٠‏ 

۲-۲) اذا فرضنا ان الكرة الارضية منتظمة وتقبت من قطبپا الشمالي الى قطبها الجنهي 
ثم اسقط جسيم في الثقب المستقيم ٠‏ برهن على ان حرکتسه ستکون توافقية بسيطة شم 
جد زمن د ورة هذ ه الحركة ۶ 

1-1 ) جد تا نون القوة على كوكب اذ | كانت المجمهة الشمسية مغموة في نجار سحابي 
منتظم کتافتسه م ۰ 

1 ) جسيم ينزلق داخل انبوب مستقيم املس يمر بصورة ماثلة خلال الارض ۰ اثبست‌ان 
الحركة ستكون ترافقية بسيطة ولها نفس زمن د ورة التمرين (1- ۲ ) اهمسل تأثيسرات 
الد وران ٠‏ 

1ه ) جد جید الجاذبية و لقوة على جسيم احاد ی الكتلسة وموضوع على محور حلقة رقيقة 
نصف‌قطرها ع وكتلتها لاء اذا كان جسيم الاختبار على مسافة + من مركز الحلقة ٠‏ 
ثم بين كيف تتغير © معالزمن ‡ ٠‏ 

11 ) اذا کان مدار جسیم داثری وقع مركز القوة على محيط الداثرة ۰ فما هسوقانون 
القوة ؟ 

1 ) اذا تحرك جسيم في مجال التکمیب العكسي للقوة 4 جد المداراتالمکتسستة» 

1-1 ) اذا تحرك جسيم في المدار الحلزوني 

دوو = 2۳ 
وکا نت 0 تتغير مع الزمن 0 فقا للمعادلة 

© = ot 


بت ۲۷ 


هل يكون مجال القوة مركزيا ؟ فان لم يكن كذ لك فکیف تتخیر و معالنن* 
اذا كانت القوة مركزية ؟ 

آسه ۱) يتحرك قمر صاروخي بالقرب من الارض مبتد ا بمدار داثری» فاذا رنهنا في وضح 
القمر في مدار جدید بحيث تكون مسافة نقطة الاوج مساوية لنصف قطر مدار القمر 
حول الارض (۰۰۰ 1۰ ۲ ميل ) ( ) احسب نسبة الانطلاق الجدید الى انطلاقه 
في المد ار الد ائوی اللازمة لانجاز ذ لك افرض ان نصف‌قطر المدار الداثری الاصلي 
يساوى » ۰۰۰ ميل (ب) احسب بعد قطة الاوج الجدیدةاذا كانت سيسسبة 
الانطلاق ٩٩‏ رء من القيمة المصوة اعلاه ۰ هذه المسألة ترضح الدقة المتناهية 
اللازمة لانجاز المدار حول القمر ٠‏ 

١11‏ ) اذا كان المحور الرئيسي لمدار مذ نب اهليليجي يساوى ۱۰۰ وحدة فلكي ة 
(D‏ ماهو زمن الد ورة $ (ب) اذا کان بعد عن آلشمس یساویه ره وحد 2 فلكيسة 
في الحضيض الشمسي + فما هي قيمسة الاختلاف المركزى للمدار؟ (ج) ماهو اتطلاق 

۱۲-۲) لرحظ ان انطلاق كويكب يساوى ے۲ عندما يكون على مسافة 2 من الهمس ٠‏ 
واتجاه حركته يصنع زاهة 8 مع متجه نصف القطر من الشمس ۰ برهن على ان 
السحور الرئيسي لمدار الکيکب الاهليليجي ينع زاهة مع متجه نصف قط سر 

(26 سوت - - 6 صوی اوه 
الکوکب الابتدائي ه حيث و و و۲ يمثلان تصفاقطو مدار الارض وانطلاقها 
على التتالي 000 , ۱ 

111 ) لوحظ مذ نب في البداية على مسافة ۳" وحدة فلكية من الشمس مسير بانطلاق 

یساوی ضعف انطلاق الارض ٠‏ بين من علاقة الطاقة ه فیما اذا كان مدار المذ نب 


TTA 


قطما تاتصا مكافظا اوقطعا زائدا ٠‏ 


فرضنا أن ه مدار الارض داثری الشکل تصف‌قطره 8 هاثیت‌ان النقاط التي یقطع 
فیپا المذ نب مدار الارض هي 
cos © = -1 + 22.‏ 
حيث د تمثل مسافة الحضيض الشمسي للمذ نب كما عرفت في 0 = ۵ ٠‏ 
101 ) استخدم نتيجة التمرين السابق للبرهنة على ان الفترة الزمنية التي ييقسى 
3 
1 2 2 
(سلب - 1()1 + ) 1-7 


من السنة » والقيمة العظبی لهسذه الفترة الزينية هي ب سنة » او حالسي 


٠١ 1‏ ) يتحرك جسیم في مجال مرکزی فيه قانون القوة 


قطما ناقصًا طاغا پیطه ۰ 

۱۱۷-۲ برهن النصفي البند (۱۰-۱ ) الذی یقول ان * معد ل زمن الطاقة الکامشة 
لجسیم يتحرك بمد ار قطع ناقص في مجال التربیح العكسي للقسوة یگ - £(r)=‏ 
هو ع1/8- حيث 2 يمثل نصف المجور الرئيسي للقطع الناقص ٠‏ 

1 ۱۸) جد الزاية القبية لمدارات تقترب من الدائرة في مجال مرکزی فيه قانو ن 
القوة كا يلي 


2۲ 


میگ ج ۔ = f(r)‏ 
r‏ 


E. Dh 


)۱٩ -۲‏ يتحرك جسيم بمدار قطع ناقص في مجال التربیع العکسي للقرة ۰ اثبست‌ان 
حاصل ضرب انطلاقي النهاية المظی والصغرى يسساوى *( ۰/7 7 2) 
حیث 4 تمثل نصف المحور الرئيسي و7 زمن الد ورة ۰ 

۲۰-۲ ) برهن على ان المدار الداثری الذى نصف‌قطره < في التمریسین ( 1 - ۱۸) 
ستقرا اذا كانت « اقل من 5<« 

1 ۲۱ ) أثهتان المماد لة التفاضلية القطبيسة لحركة جسيم في مجسال مركسزى ٠‏ 
المعادلة (1- 11 )ء هي نفس معاد لة الجسيم الذ ی يتحرك على خط مستقيم تست 
تأثیر الجهد الفعلي ۸11٥م E‏ ()ة والذی يساووى 

عه + U(r) = V(r)‏ 
حيث | لقسوة ‏ لحقيقية ٠ £(r)= - a‏ ارس خطا بيائها تقرییا للجپسد 
T(z (‏ ت ا V(r) = - Wr‏ 6 
وللمدار فير الستقر مثل تيكف = (۲)2 . 


۲۲٦‏ ) اثبت‌ان شرط الاستقرار لمدار داثری تصف‌قطره ۵ يكافي؛ اله رط 
© < *جه/0 4 عندما تكون وس حيث( × ) 0 تمثل " الجهد الفعلي "الذى 
عرف في التمرين السابق ٠‏ 
۲۳-۲ ) جد الشرط الذ ى تكون فيه المدارات الداثرية مستقرة اذا كانت دالسة القسوة 
في المجال المرکزی على الشكل التالي ۳ 5 ۱ 
gv - 4‏ مم 2 r)‏ £ 
اس )ازا انغمرت المجموعة الشمسية في سحاب هارى منتظم (التمرين * ۳-۱ ” ) 
فما هي الزاية القبوة لكوكب يتحرك بمد ار يقرب من الداثری ؟ لقد اقتر ح هذا 


السرا ل سابقا كتضيح مبکن لتفدم الحضیض الشيسي لمطارد ٠‏ 

۲۵-۲ ) الکتب المتقد مة لمضيع نظرية الجهدتبين ان الطافة الكامنة لجسیم كتلته × 
في مجال جاذ بية جسم کروی مغلطح مشایسه للكرة الارضية هو تقرییس اا 

(یگ + ) كلب = ()۲ 

حیث 7 تشير الى مسافات المستوی الاسترا ئي » هل( = کال ابق ه 
AR»‏ 2(2)- € حيث 8 تمثل نصف القطر الاستوایي و۸۵2 هي الفرق بيسن 
الاستوائي وانصاف الاقطار القطبية ۰ جد الزاية القبوة لتابح صناعي في سدار 
يقرب من الداثری في مستوئ الاستا* الارضي حيث ده 900جسظو لد 15 = ۰۵۶ 

۲۲-۲ ) قا للنظرية النسبية * الجسيم الذ ی يتحرك في مجال مركزى بطاقة کامشسة 
قدارها ( ١‏ )۲ سیکون له نفس المدار الذ ی يعمله جسيم طافته الکامنسة 

V(r) - لدع هل‎ Tz 

رقا للميكا نيك الكلاسيكي ۰ حیث 8 تمثل الطاقة الكليّة و 2 كتلة الجسم 
وه سرعةالضو ٠‏ من هذه ه جد الزاية القبية للحركة في مجال التربیسسع 
العكسي للقوة ‏ :/- = (۲)2 . 


Y4 


الفصل السابح 
دايناميك منظوسة الجسیسات 
Dynamies of a System of Particles‏ 
لد راسة منظوسة او مجمهة كبيرة من الجسيمات الحرة ه سوف تركز اهتمامن ا 
بالد رجة الاولی على المظپر العام لحركة تلك المجمجة ۰ 
۱-۷) مركز الكتلة والزخم الخطي 
Center of Mass and Linear Momentum‏ 
تتكون منظوتنا العامة من ۸× جسيمة كتلشها رد + رت ۰۰۰۰۰۵ + ت 
وتجبات مواضعها رد ه و ه و ٠٠٠٠۰٠‏ و على التتالسي ٠‏ 
ونعرف مركز كتلةالمنظومة بالنقطة التي متجه مضعها ١  ا/لكشلا( e‏ ) 
كما س دب 5 ج 
يلي ZRF;‏ تب + .۰ + وطوظ + mr]‏ 5 
9 2 9 با + ... + ول + 1۳ SH‏ 
حیث يالا 2 ٣=‏ تمثل اكتلة الكلية للمنظوسة ٠‏ ومن الواضح أن التعریف 
الم كور اعلاه يكافي* المعاد لات | لثلاث التالية ‏ 





az, Tay a, 
ری‎ 2 2 Tom ۳۲" 2 ۵ " ۰ جد‎ 
ونمرف الزخم الخطي 7 للمنظوسة با لمجموع الاتجاهي لعزوم الجسسيمات‎ 
المنفرد 2 » ای‎ 
P= Fj = Z aT, )۲-۷( 


ومن تفاضل المعاد لسة (17 )١‏ بالنسسبة للزمن نحصل على 
Y(‏ ۳۰ وه = وكيس P= LL‏ 


۳۳ 





المکل ( ۷ -۱) 
مركز الكتلة لمنظومة من الجسیمات 
ای ان الزخم الخطي لمنظومة من | لجسیمات يسا وى سرعة مركز | لكتلة مضروسة فضي 
الكلية للمنظومة ٠‏ 

افرض‌الان وجود قوی خارجية مثل ‘FF‏ 7 6669666 27 ۵ 6۰۰۰ 1 
تواثر على الجسیمات المناظره (ای‌ان ۴٢‏ توثرعلی ره و رظ تاشر على 
۰۰۰ الخ )۰ هالاضافة الى ذ لك فد توجد قوی تصادم داخلهة بين ای جسیمین 
في المنظوسة ۰ مسنرمز لپذ » القوی الد اخلية ب ‏ ر و2 الذی يعني القسرةالمؤشسرة 
على الجسیم ‏ من قبل الجسیم ز ۰ فمعاد لة الحرکة للجسیم 1 عندثذ تکون - 

۳۹ هت ی‎ CR 

(1-۷) 2 = بط رهظ = وول 2 + 4 
حيث ,۴ تعني القرة الخارجية الكلية المؤثرةعلى الجسيم 4 ١مشسل‏ 
الحد الثاني في المعادلة السابقة المجميع الاتجاهي لجمیم القرى الداخلية المؤثرة على 


الجسیم 1 من جمیع الجسیمات الاخرى للمنظوة ( تعني الفتحةعلى علامة الجمسح 
استثنا' الحد 1 = 3 ٠)‏ عند جمع المعاد لة (۷س؟ ) لست 2 من الجسسيياتهة 


YY 


تحسل ملسی 
اث 1 u‏ 2 12 _ 3 
P4 )۵-۷(‏ 2 < ور 0 0 + 2 
1سد 1 سد 1 
معني الجمع الثناي المذ كو اعلاه هان لكل وة و11 پوجد أيضا رة 
27 وهاتان القرتا ن تمامتان وتضادتان » ای ان 
(۱-۷) وو - »وو 
فقا لقا نون نيون الثالث للفعل ورد الفمل ٠‏ لذ لك تختصر القوی الد اخلية باز واج 
وهتلاشى الجمع انثنالي ۰ اذ ن یکتنا كتابة المعاد لة (۵-۷) كالاتي ‏ 
۷۲-۰ »= و ۰2 2 
پالثلمات : ان تمجیل مركز ا لكتلة لمنظوية من الجسیمات هو نفس تعجيل جسسهم 
منفرد کتلته تسا وى التفة الكلية للمنظوسة يتحت تأثير مجموع القوی الخاربيسسة ٠‏ 
افرض ۵ على سبیل المثال © حشدا من الجسیمات تتحرك في مجال جاف بية منتظسم» 


ولما کان P=‏ لكل جسيم فعند ثذ - 


تنشح الخطوة الاخیرة لان ج ثابتةءاذن 

Bap = 6 (A -۷( 

هذه هي تفس معاد لة الجسرم المنفرد اوالقذيفة ٠‏ 

اف ن يكون مسار مركز کتلسة ألشظايا التطايرة من قنبلة مد فح متفجره فسسي 
الپو* هو نفس سار القطعالكافي'الذى تسساکه القذيفة في 
حالةعم, انفجارها ٠‏ 


في الحالة الخاصة التي لاتوجد فیبا قوى خارجيسة تواثر على النوسسة 
(اواذا کانت 0 دي 2) 4عندثد ‏ ور یساوی‌صفرا و ے٣‏ تكون 
ثابتسه ۰ لذ لك يبقى الزخم الخطي للمنظوة ثابتا ٠‏ 
RT oa = constant )۹ ۷(‏ = و 2-2 
هذ ه هي قاعد ة حفظ الزخم الخطي ٠‏ ان ثبوت الزخم الخطي في الميكاني سك 
النيرتوني لمنظومة معزولة يرتبط مباشرة بقا نون نیون الثالث ء وفي الحقيقة هو نتیجة 
له ء وحتى في الحالات التي تكون نيما ألقوى بين الجسیمات لاتخضع بصوة مهاشرة 
لقانون الفصل ورد الفمل ٠‏ مثل قوى المغناطيسية بين الشحنات التحركة ه تبق سى 
قاعد 2 حفظ الزخم الخطي صحيحة عند ما يحسب الزخم الخطي الكلي للجسيمات والمجال 
الالكترو مغناطيسي (۱). 
7 ؟) الزخم الزاوى للمنظومة 
Angular 1106352-01 a System‏ 
كما ورد في اليند (8-1 ) ء الزخم الزاوی لجسيم منفرد عرف بالضرب الاتجاهي 
۴« × 2 لذ لك يعرف الزخم الزاوى 2 لمنظوية جسيمات بالجمح الاتجاهي لزخم 


الجسیمات الزا وی ۰ هي 2 
( وھ (F4 x‏ ب و 
لنحسب مشتقة الزمن للزخم الزاوى ۰ هاستحمال قانون التفاضل للضرب الاتجاهي 
وله أن 


د 


2 a 
ج2 - جه‎ Fa J Fa) O 





(۱) انظر على سبيل المثال 
Tne Physies of Blectricity and Magnetisn,‏ ,56۵۲6 .$ ۲۰ 
Jenn Wiley 6 Sons, Inc., Hew York, 1966,‏ .66 220 


۲۳۰ 


ان الحد الاول في يمين المعاد لة يساوى صفرا > لان 70 x‏ 7 ولا كان 
ةر e‏ و ل قن 1 عي تا 5 
و 7 + ع ] 7 i.‏ 


3 - ES E a ® 4 7 و2‎ 


3 و وي۴ تمثل القسوة ( الداخلية) المؤثرةعلى الجسيم 4 من ای جسيم آخسر 

مثل 3 ۰ ویتکون الجمع الثنائي في يمين المعاد لة من حد ود مزد وجة على الشكل 

التالسي - 

(۷ ۱۲( لوو" × ر*) + (و و (r, x‏ 
چند تمثيل متجه الازاحة للجسيم 3 بالنسبة للجسيم 1 بالرسز وود 

نوی من المثلث المبين في الشکل ( ۲۷ ۲) ان 

)۱۳ 0 


)۱۱ ۰-۷ ( 


الش‌کل ۷ - 





ولما کان, ۴ = ر۴ لذ لك تبسط العلاقة (۷- ۱۲) الى 
0 ۱€( و ۶ و 
الذى یساوی صفرا عند ما تكون القوى الد اخلية مركزية » ای اذا كانت توكثر على طول 


۳۳۹ 


الخطوط التي تربط كل زوج من الجسیمات* فالجمع الثنائي ه في المعادلة (۷ - ۰0۱۱ 
اذ ن يساوى صفرا ٠‏ والضرب الاتجاهي ۴ × و كما عرف ٠‏ في البند ( ۰۱۲-۱ 
هوعزم القرة الخارجية و2 ٠‏ والمجمع ,در 2 هواذن العزم ااكلي 
لجميع القوى الخارجية المؤثرة على المنظرمة ٠‏ فاذا مثلنا العزم الخارجي الكلسي 
ب 1» عندئذ تصبح المعادلة (۱۱۰-۷) كما يلي 
( ۷ے ۱.۵( ¥= سیف 
ای ان » المعد ل الزمني لتغیر الزخم الزاوى لمنظيمة يسا وى مجموع عزو م القبی الخارجية 
المكثرة على المنظيسة ٠‏ 
اذا كانت المنظوسة معزولة ٠‏ عندئذ 0 = ¥ ای يبقى الزخم الزاوی ظابتا 
في القدار والاتجاه ٠‏ 
oonatant 1 ۷(‏ = يكيس ZF x‏ = 
هذ ه صیا ق لقاعد ة حفظ الزخم الزاوى ٠‏ وهي تعميم للمعادلة (1- ۱۸) لجسيم 
منفرد في مجا ل مرکزی ٠‏ كتهوت الزخم الخطي الذ ى بحث في البند السابق ه كذ لك 
الزخم الزاوى لمنظيية شحنات متحركة معزولة يكون ثابتا ه عند اعتهار الزخم السسسزاوی 
لمجال الکپرينناطيمي ٠)‏ 
۷ - ۳) الطاقة الحركية لمنظومة جسیما حه 


Kinetic Energy of a System of Particles 
امنظوسة 6 ای‎ 
8 = 2 ب 2 = 2یرس‎ )۲,۰۲,( (۷ ۷( 


(۱) انظر ملاحظة (۰)۱ 


۲۳۷ 


وكما هو واضح من آلشکل (۲۰-۷) ه یمکننا التعبير عن متجه كل موضع و على 


النحوالتالي 
)۲ — ۱۸) 4 + و ۳ 
حيث :3 يمثل مضع الجسيم 1 بالنسبة الى مركز الكتلة ٠‏ عند التفاضل بالنسبة 
للزمن + ه تحصل على 

2 = Tog * T4 ) ۱۱ ۷( 


حیث 7 تمشل سرعة مركز الكتلة و 5 سرعة الجسیم 1 بالنسبة الى مركز الكتلة + 
اذ ن يمكن كتابة 2 على النحوالتالي 
(Teg + ۲۱۱۰/۴‏ بط _(- 1 


-( 7و‎ cen 2 + TT eme IDE KA 









- raê mea 


مركز الكتلسة 5ب 1 + 


‘en 
9 )۲- ۷ ( الفکل‎ 
F4 ۰ ۳ 
عند نا‎ 6 )۱۸  ۷( من المعاد لة‎ 
2 و( 2 = ۳ ره‎ - ٣ )= 
پالتمائل » تحصل على‎ 


o 


0 .رت وال 2“ 


TA 
اذ ن تبسط معاد لة الطاقة الحركية الى‎ 
1 = avon + 2 Fy (۲۰ ۷( 
الطاقة الحركية الكلية لمنظومة جسيمات اذ ن » تسا وى مجمو الطاقة الحركية الانتقا ليسة‎ 
لمركز الكتلة ( الحد الاول على اليمين ) زائداً مجموع الطاقات الحركية لجسسسيمات‎ 
وهذا الفرز في الطاقة الحركية السی‎ ٠ ) المنظوسة بالنسبة لمرکز الكتلة ( الحدالاخير‎ 
لان» الطاقة الحركية‎ ٠ اجزاشبا مفيد في حالات كثيرة » كما في الفيزياء الجزيئيسة‎ 
الكلية للجزيئة تتكون من الطاقة الانتقا لية للجزيئة ككل زاغدا الطاقةالذبذبية‎ 
٠ والد ورانيسة داخل الجزيشة‎ 


٠ حركة جسمين یواثر احد هما على الاخر ۰ الكتلة المصغرة‎ ) 1-۷ 
Moti.on of Two Interacting Bodies. The Reduced Mass 


لنفرض حركة منظومة متکونسة من جسمين (تعامل كجسيمين ) پواثر احد هما على 
الاخر بقسوة مرکزيسة. ۰ سنفرض ان المنظوسة معزولة ه اذ ن يتحرك مركز ااككلة 
بسرعة ثابتة ٠‏ وللسپولة سنأخذ مركز الكتلة في نقطة الاصل ٠‏ عند ثا تحصل علسسسی 
(۷- ۲۱ 0 = رنه + رتیه 
حيث كما هو واضح من الشکل (۷- )+ ان التجهات 2 و 2 تشل مواضع 
الجمیمات رت و رت على التتالي» بالنسبة الى مركز الكتلة ٠‏ فاذا كانت 8 
تمثل ميضع الجسیم ۰ بالنسبة الى الجسیم "2" عند ثذ ب 
51 لدو + ۳ = 
نشج الخطوة الاخيرة من المعادلة(لال ١؟)٠‏ 
ان المعاد لة التفاضلية لحركة الجسيم "1" بالنسبة الى مركز الكتلة هسي ‏ 


az ج‎ 


و > ی 


R= - 


۰ 2 1ل 
iS ۲۳ - 7‏ وال ور 


۲۳۹ 





الشکل (1-۲) 
حيث (2)8 تمثل مقدار القرة المتباد لة بين الجسيمين ٠‏ هاستعمال المعادلة 
(۷- ۲۲ ) یمکننا كتابة ‏ 





سح 
> 08 
52-0) لش (ج)ء = مر 
dt‏ 
ست - m,n‏ 
2.2 ۳ 
( ۰۰۷ ۲۵) ولا + وا 7 


وتسمى الكبية 4 بالكتلة الصفرة 2888 76811086 ۰ !لمعاد لة الجدید ة للحرکسة 
(۲۰-۷)» تعطي حركة الجسیم 1 بالنسبة الی الجسیم 2 هذءالمعادلة 
هي تماما نفس المما د لة الاعتيادية لحركة جسيم منفرد کتلنسه ۸۸ یتحرك في مجال 
قوةمرکزی یمطی من (8) ۶ ٠‏ لذلك اخذت‌بنظر الاعتبار حركة رت بالنسبة 
الى مركز الکلسة ایتوماتیکیا وذ لك باحلال الكتلةالمصغرة ۸ محل رت ٠‏ واذا 
كان للجسمين نفس الكتلسة د + عندئز 227/2 ۸ -هالعکس ه اذا کانسست 
ر ابر بكثير من رلا ءبحيث ر8/ر تصبح صغيرة + جدا »عند ئذ تقتسرب 
قيمة ۸۸ من كط ٠‏ 

ولجسمين یجذ ب احدهما الاخر تثاقلیا » یکون عند نا 


<° 


(0--1؟) سك - = f(R)‏ 
2 
في هذ ه الحالة تكون معاد لة الحركة 
Ka 22-2 2‏ 
R‏ 2 1 
(۲۷-۷) )متحت - = UR‏ 


وهذ ه تماثل معاد لة جسيم منفرد في مجال التربيع العكسي المرکزی ( كما بحث في 
البند ١‏ ۸) * ولما كان اختيار الرموز السغلية( 8556<1288) اعتباطياء» 
نستنتج أن كل جسيم يتحرك بقطع ناقص مركزى حول الاخر ومتخذا كل منهسا الاخسسر 
كبوارة له ٠‏ اذ ن ه عند اعتبار الارض والقمر منظوسة معزولسة ٠‏ فالقعر يتحرك بقطلع 
ناقص بوارتسه مركز الارض ء والارض تتحرك بقطع ناقص بوكرته مركز القمر ٠‏ 
۵١ ۷‏ ) التصادم Collisions‏ 
كلما تصادم جسما ن ء تكون القسوة التي یواثر كل منهما على الاخر خلال التلامسس 
قسوة داخلية ه اذا فرض ان الجسسمين يكونان منظوسة واحدة ٠‏ فالزخم الكلي اذن 
لايتغير » ای يمكننا كتابة 


کت رهد خا تخ 
( ۷ ۰ ۲۸) و + و9 = رو + و 
اوما يكانفئهيا 
70۲٩ + ۲ )۲۱ ۰ ۷(‏ = ۳2۷ + ۲ 7 


حيث تشير الرموز السفلية ( 1 و 2 ) الى الجسمین ولاسة الفتحة الى ی 
والسرع بعد التصادم على التتالي ٠‏ والمعاد لات السابقةعاسة وهي تطبق على ای 
جسمين بغض النظر عن اشکالپا » صلادتپا ٠‏ وهلم جرا ٠‏ 

اما بالنسبة الى معاد لة توازن الطاقة » فیکننا كتابة 





2 2, 2 2 
(¥۷ےہ ۳ ( P1 + P2 + Q‏ ۳۳ ا + 1 
2۳ رلك وه وله 


1 
1۲1 + 2۳۲2 = 3۳۲ + 298272 + 4 5 


۲ 

هد ادخلت هنا الكمية 4 لتشير الى قدار الزيادة » اوالنقصان ء في الطاقة التسي 

تحد ث نتيجة التصادم ٠‏ 
في حالة التصادم التام المرونسة لایحد ثتخيير في الطاقسة الحركية الكلية 
هذا النیع من التصادم بالماص للطاقة 62806816 ۰ قد يحدث ان یکون هنا ك 
الحالة تكون © سالبة مسمی التصادم باليامسث للطاقهة 09۲610 ۰ 
أن دراسة التصادم له اهبية خاصة في الفیزیا* الذ ريه والنوویه ۰ قد تکون هذه 
الاجسام ذ رات » تويات ٠‏ اوای جسيم اولي » مثل الا لکترونات 6 البرخونات ه 


التصاد مات المباشرة Direct Collisions‏ 
لنفرض الحالة الخاصة التي یکون فيها تصاد م جسمین او جسيمين راسیا والتي 
تحدث فيها الحركة كليا على خط مستقيم واحد كما هومپین فى الشكل (۷ ے ۵) ۰ 


(الشكل س7 ۵) تصادم جسيمين رأسيا 
في هذء الحالة يمكن كتابسة معاد لة توازن الزخم + معاد لة (۷--۲۹۰)» ببدون 
استخدام رموز المتجيات كما يليا : 
mV + ۲2 (۳Y — 0‏ = واوا + ۲ رت 
واشارات السرم ( ۳۹۵ ) تمین الاتجاه‌علی طول خط الحركة ٠‏ ولاجل حسساب 
قيم السرم بعد التصادم» اذا کانت‌قیسیا قبل التصادم معلوسة یبکتنا اصستخدام 


1: 


معاد لة الزخم المذ کورة اعلاه مع معاد لة توا زن الطاقة ٠‏ المعادلة(ا ‏ ۲۱) 6 اذا كنا 
نعرف قيمة 0 ۰ يفي اغب الاحیان یکون من الملائم لهذا النوع من‌المسائل اد خال 
برمتر آخر € یسمی بمعامل الارتد اد 101ا tu‏ اوعد ۶ه 2562181016218 وتعرف 
هذه الكمية بالنسبة بين انطلاق الابتعاد ”> الى انطلاق الاقتراب ” ۰ وفي رموزنا 
يمكن كتابة © على النحوالتالي 

0 |۳2 - | 


(TY — ¥)‏ سمل 
۲ [ 5 ۳2 


وتعتمد القيمة العد دية لمعامل الارتداد بصورة رئيسية على الترکیب وا لتکوین الفیزيا شي 
للجسمين ۰ ومکن التحقق بسپولة من ان التصادم التام المرونة تکون فيه قيمة 1 -<6 » 
وتم ذلك بالتعهض عن 0- © في المعادلة (۳۱۰-۷) ه وحلپا معالمعادلة 


٠ للحصول على السرم النهائية‎ )۳۲  0( 

رفي حالة التصادم غير التام المرونة یلتصق الجسمان معا بعد ان يتصاد ما * بحیسث 
تكون 0 = € ٠‏ ولمعظم الاجسام الحقيفية تقعقيمة > بين اقصی الحدين ص فر 
وواحد ٠‏ نقيمتها لكرا تالبليارد العاجية تكون حوالي ٠1ر٠‏ ٠قد‏ تعتمد قیسة 
معامل الارتداد ايضا على انطلاق الاقتراب ٠‏ ويكون هذا واضحا بصورة خاصة في حالسة 
مركبات | لسلکون التي تمرف في الصناعة بأسم المعجونا لسخيف” putty‏ 1137و ” 
فالكرة المصنحة من هذ ه الماد 2 ترتد بسرعة عالية عند ما تضرب سطحا صلبا ولكنبا 
تتصرف کمعجون عاد ى في السر ع الوا طشة ۰ 

وییکننا حساب‌قیم السرع النپائية من المعاد لة (۷ -- ۲۲) ومن تعریف معامسسل 
الارتداه ه المعادلة (۷ -۳۲) فالنتيجة تکون ى 

0 (m - وظ) + (وظع‎ + Emo), 


(۳۰-۷) لسع شك خم 2 و 


B>‏ + إلا 


۲ ۳ 


7 © - وه) + ۲( (m + > n‏ مب 
(Tt ۷(‏ مق + رن 2 


بر اعتبار حالة التصادم غير المرن » وذ لك بالتمویض عن 0 < 6 4 نجسد ان 
ان ای لایوجد ارتداد ۰ هالعکس » في الحالة الخاصة التي تکسون فيببا 
کتلتا الجسمين متساويتين ه ای ول = رت ١هي‏ تامة المرونة » 1 - €‘ 
عند ثذ تحصل على ل 
ی« 
Vo = ۷3‏ 
فالجسمان ‏ اذ ن » يتباد لان سرعتيهما فقط بسبب‌التصادم ٠‏ 
وفي الحالة العامة ای التصادم المباشر غير التام المرونة » يمكن بسپولة التضق 
من ان الخسارة في الطاقة © ترتبط بواسطة معامل الارتداد بالمعادلةالتالية 
my‏ (2ع -ن عبر ود 
حيث رسج = ۸ هي الكتلةالمسغرة هر |1”-72] =« هي الانطسلاق 
النسبي قبل التصادم ۰ والاشتقاق ترك کتمرین ٠‏ 
١ ۷‏ ) التصادم المائل والتشتت ۰ قارنة بين المحاور المختبرية ومحا ور مركز الكتلة 
Oblique Collisions and Scattering. Comparison of‏ 
Laboratory and Center-of-mass Coordinates‏ 
نلفت انتبا هنا الان الى الحالة الاكثر عمومية وهي الحركة غير القید ة بخط مستفیم ٠‏ 
حيث يجب استخد ام معاد لات الزخم بصيغة جبر المتجہات ه ای المعاه لات(۷ ل ۲۸) 
و(1-1١)غه‏ ولندرس الحالة الخاصة لجسيم كتلته بن وسرعته الابتدائية 7 
(الجسیم الساقط ) الذى يضرب جسيما آخر كتلته رلا وابتدائيا في حالة السسکون 


( جسیم الهد ف ٠)‏ هذه هي مسألة نموذ جية تتوا جد في الفيزياء النووية٠‏ فمعاد لات 


Tt 


الزخم لهذ » الحالة تكون على النحو التالي 


(o ¥)‏ رحب , ۳ كمد 


7 1( ولاو + بت = بت 
وشرط توا زن الطاقة هو 
َ 5 7 
(Y۷)‏ 2 3 1 
2M, 2m»‏ دنه 
او 
(۷- ۳۸( 4 + رس + بط = mv‏ 


حيث تشیر الفتحات هنا * كا لسابق ٠‏ الى السرع والزخوم بعد التصادم » تشل © 
محصلة التلاقسة المنقود |والمكتسبة بسبب التصاد م ۰ ان © هي من الکمياتالاساسية 
والمپمة في الفيزياء الذ رية والنوية ٠‏ لانها تمثل الطاقضة المتحررة او المتسة فسي 
التصاد مات الذ رية وا لنووسة» في حالات‌کثیره ٠‏ یتحطم جسيم الپد ف او یتفیسر عنسد 
التصادم ٠‏ في حالات كذ ه » تختلف الجسیمات التي تترك التصادم عن الجسیمات التي 
تدخله ٠‏ تحسب هذ ه بسپولة وذ لك بتعيين كتل مختلفسة للجسيمات التي تتسسرك 
التصادم مثل ر و ,= ٠‏ ضلى اية حال 6 يبقى قانون حفظ الزخم الخطي داش | 
سارى المفعول ٠‏ ولكن فا للنظرية النسبية » تتفیر كتلة الجسيم مع الانطلاق بصسورة 
واضحه والتي سوف ند رسها في الفسل الاخیر » في هذا الموضع » يمكننا القسول أن 
قانون حفظ الزخم :یمین في المعادلة  ۷(‏ ۲۸ ) يسح في النظرية النسبية اذا فرضت 
اكتالة كدألة للانطلاق ٠‏ 


ه ؟ ۲ 
بحاور مركز الکتلء2 00050152868 Center-of-nass‏ 
تجری الحسابات النظرية في الفیزیا* ألنوية طلبا بد لالة کمیات منسهة الى محاور 
یکون فیپا مركز كتلة الجسیمات المتصاد مة ساکنا ٠‏ هعکس ن لكه تجری الملاحظات 
| لتجريبية على تشتت الجسیمات بد لالة المحا ور المختبرية ٠‏ فمن المپم أذ ن 6 پحسسث 
باختصار مسألة التحول من آحد النظامین الى الاخر ٠‏ 
یضع الشکل (۱-۷) مخطط لمتجپات السرعة في النظام المختبری ونظام مركز 
الكتلة ۰ حیث‌تمثل .8 زاوسة انحراف الجسیم الساقط بعد أن یضطدم جسيم 
البدف و ح4 تمثل الزاية التي یصنصها خط حركة جسيم الهد ف مع خط حركة الجسيم 
الساقط ٠‏ كلتا الزامتين رأ و 422 قاسةبالنظام المختبرى ٠‏ ولما كان مركز الکتلسة: 
في نظام مركز الكتلة » يجب ان يقع دائما على الخط الواصل بين الجسیمین» نانبسا 
يقتربا ن من مركز | لكتلة فيتصاد مان ثم یبتصدان عنه باتجاهین متضاد ين ٠‏ 
امن vj‏ 
ات 0 
CM /‏ 8 
9 کے - جه 
۳ 8 
36 
نظام مركز الكتلة النظام المختبسری 
الشکل )١۷(‏ 
مقارنة بين المحا ور المختبرية ومركز الكتلة 
وتمثئل © زاوة انحراف‌الجسیم الساقط ذ نام مرک الکتا و۰ 
التصادم مد ه ‏ اذ ن یمکننا کتابة 
( ۲۷ ۳۹ ) 0 = و + و 


(لا ٤‏ ) 0 = وه + وم 


قد استعملت انخطرط هنا لتبين ان الكمية في السو ل منسوة الى نظام مركز الكتلة٠‏ 
ومعاد لة توازن الطاقة هي 
2 2ص 2 


بسب 
P1 Po P1 P2 (1~ 0‏ 


+ سکس = ست‎ + + Q 
وله رده‎ 2 2 








ومكننا الاان حذف و و ر من معادلة الطاقة وذ لك باستخدام علاقات الزخم ٠‏ 
وا لنتيجة بدلالة الكتلة المصفرة هي 


2 وس 
5 5 
وتكتب علاقات الزخم ‏ المعاد لات (۲- )۳١‏ و ٠١-۷(‏ ) بدلالة السرع على النحو 
التالي ۱ ٠‏ 
)¥ — 1۲) 0 = تك + 773 
(۷ ا( 0 = mî + mV;‏ 
11-7 کک 
fe 0‏ ( ب ممت om E‏ 
ms‏ + اب 
اذ ن 
( ۷ 1ا( فک = ے۷ - ر۷ = ۲ 


0 + ولا 

ا 
هد ضح العلاقة بين متجهاتالسرع ں۲ 775 ,۲ في الشکل (۷- ۷ ) 
رمن الشكل نوی آن ل 


77 sin 6 = v صله‎ 9 ۷-۷ 


۲۲ 


) A —Y¥) 





الشكل (۷- ۲ ) : العلاقة بين شجپاتالسرع في النظام الیختبری 





ونظام مركز اكتلة 
مقسية المعاد لتين نجد ان العلاقة التي تربط زوايا التشتت تكون على النحوالتالسي 
(۷ ا ) 9 tan Û. = sin‏ 
Š + cos 9‏ 
حيث ۲ تمثل البرمتر العد دی قيمته تمطلن بالملاقة التالية 
0 هھ( املا 5 j= om‏ 
)^1 + ۲7۷ 5 5۹ 5 


الف الاخرة سبيت بن اال ا لعا ول مه( 
الساقط من معاد لة الطاقة » ای المعادلة (۷- 45 )۰ وهذه تعطينا المملوات 
الضرورية لایجاد ‏ وهکذا نستنتج العلاقة بين زايا التشتت ۰ فمثلا » قي حالس 2 


التصادم التام المرونضة * 0 - Q‏ هنجد من معادلة الطاقة ان = رو 


أو ¥= رج + وهذه النتيجة مع المعادلة ( ۷ - 41 )» تعطيان القيسة 
( ۰۷۲ ذه) هد 
2" 


للتصادم السرن ۰ 


ولنفرض حا لتين خاعتین لمثل هذ ه التصاد مات ا لمرن لاشمتپا ا لتحليميسب.: ٠‏ 
الاولى 6 انا كان تكتلسة جسيم البدف و" اكبر بكثير من تة أ جسيم الس مساق 
و عند ثف تکون د صغيرة جدا ۰ أذن ۵ عو محر +e‏ أو © عد رک * 
ای أن د زؤيا التشتت تما نة رن متسا وة تقريها ' 
الحالة الخاصة الثانية هي أن تتساوى كتلة اليم الساقط دح تة أ لج سيم 
اليدف ه ای رط = بهذ ٠‏ زي هذءه الحالة تكون ‏ 1 > 7 6وتبمط ملاس سسة 


95 5 ۱ ۳ نة ت الى مايلي‎ 
eger sam gx E AY 3 


© ونت + 1 
2 


م 





ای ان ه زاهسة الانحراف في النظام آلمختبری تساوى تايا نصف زا ية ألا تحرأف سي 
نظام مركز انتتلسة؛ ولما کانت زا وة انحراف جسيم الپدف‌تساوی 7-۵ في نظام 
مركز الكتلة ٠‏ كما هو مپین في الشکل  ۷(‏ 1) ه تعندثذ ه نفس :لزأ ية في النظ سام 


9 - 7 
المختبرى تدأ وی حك عرو ۰ أن ه © بترك تجيسي یسین أن اة ا سس تب. شم 


بحيث یکون اتجاه کل منهیا عمود يا على الاخر عند ٠ا‏ ينظر اليم في النسام آلهشتیسري: 
وللحالة العامة تلتصاد مات غير تا مة المرولىة فقد ترقت رین للبرهنسة كان ان 


تعطى بالعلاقة التالية 


بم 232 4 
أ 9 
TT erv‏ اك 
2 ت 


۷ ۷( الدفع تچ Impulse‏ 


القوىبالتي يستغرق تأ ثیرها فترة قصيرة دا * مثل تلك أ د 3 ي تواثر سر بسو ! اللاجسام 


«9 


عند التسادم ٠‏ تسمی با لقوی الدافعة ۶0۵۵8 8176 نس أن احصرنا انتباهنا الى 


و چ ‏ هه 
at‏ 
أو .سيضة التفاضسل 
5ن) و duy)‏ 


لا سل پا لنمسية لزن ني ألفترة بين را با الى و م8 عجان هم ود | امسق 
ألزمن الذ ى توتو في ه ا لقوة ٠‏ عندئذ تحصل على 


۳۹ ودنام 
Fat (a _¥(‏ ° أ ع AMM‏ 
دنا 
ويسمى نکایل الزن ناقسوة بالدفع ومثل پالرمز م ٠‏ ووفقا لذ لك تصبح المعادلة 
السابقسة 0 
1-0ه) 5 = A(R)‏ 


ای ان التغير في الزخم الخطي لجسم تحت تأثير قسوة دافعة يساوى دفسع القسوة » 

ويمكننا اعتبار الدفح المثالي هو الذى ينتج من قوة لانهالية في الكبر ولكنها تنشهسي 
في أشرة زمنيسة تقرب من الصفر بحيث يبقى التكامل 746 | ثابتا ٠‏ ودفع مثالي کهسذا 
سيحد ث تغيرا نيا في ألزخم في سرعة الجسم بد ون أن ينتج عنسهايةازاحة ٠‏ 
العلاقسة بين الدفع ومعامل الارتداد 

لنطبق معو م الدفع على حالة التصادم الماشر بين جه‌سمین كريين (بحث في 
البند ٠ ) ٠-۷‏ وسوف نقسم الدفع الى قسمين» الدفعالضاغطه ر » ودق سم 
الارتداد ‏ 22 ٠‏ وستركز اهتمامنا فقط على المركبات التي تقح‌علی طول انخط الواصل 
بين المركزين ٠‏ فللتضانط اذ ن * يمكننا کناب 2 


o٠ 


م.م 


1۳ و۲‎ > ۲ * Pe (¥ 0 
و۲‎ ¬ m22 = م2‎ (e^ -۷( 


حيث ۲١‏ تمثل السرعة المشتركة للجسيمين في اللحظة التي يكون فیپا انطلاقبسا 
النسبي صفرا ۰ مالتمائل » للارتداد » نحصل على 


mY] - 2۲ > Py )۵۱ -۷( 


(۷--۵۱۰) و (0۰-۷) ه لحصل على المءاد لتين التالیتین 
تت + )۶ - (7 ¬ mma (va‏ 
(رظ + Pm‏ = (2؟ - (v1‏ ل ولت 
مقسمة المعاد لة الثا نية على الا ولى نحصل على العلاقة التالية 


2 


(T1 ۳ ۸‏ ۷1 ج 72 
ولکن الطرف الایسر هو تعریف معامل الارتداد > اذن 
2 
r )1۲ ۷ ((‏ اع 
P‏ 


لع 
اذنء معامل الارتداد يساوى النسبة بين دفح‌الارتداد والدفع الضاغط ٠‏ 


۲۰۱ 


۷ ۸) حركة جسم متغير الکتلبة. ٠‏ حركة الصاروخ 
Motion of a Body with Variable Mass. Rocket Motion.‏ 
كتلته مع الزمن ٠‏ أن مهوم الدفع قد يكون مفيد! لهذا النوع من السائل٠‏ 
خذ الحالة العامة لحركة جسم تتغیر كتلته ٠‏ وافرض أن پم تمثل الفوة 
الخارجية التي تواثر على الجسم في زمن معين و 4218 تمثل الزيادة في كتلة 
الجسم التي تحد ثفي فترة زمنية قصيرة + 4 ٠عندئذ‏ تمثل 8 42 يرم الدفع' 
المتولد عن القوة الخارجية کون لدینا - 


اح 


هه At‏ جوا (جویبمیظ) = ۵۷ Fax‏ 
للتغيير في الزخم الخطي لكلي للمنظوسة٠‏ فاذا كانت ¥ تمثل سرعة الجسم 
و 7 سرعةالزيادة في الكتلة ۵ بالنسبة للجسم ه عندثذ يمكننا کتابسة ب 


- 2+ 


باس کے طلست م لس ج 
AY) - [mw + Am(v + 7١‏ + ؟)(ه كل + ساد هذخ تم( 


Fox At مس د‎ AF +An AF - ۲ ۵ « 


مقسمة کل حد علق +۸۵ تحصل علی - 





3 AT. _ + هد‎ 
(ساكث + ظ) = چ۴‎ ۸4 eg 
Fagg = ۲ - Vk (TY - ۷( 


هد تمثل القوة رم هنا جاذبية الارض او قاوسةالبوا" والخ ٠‏ وفي حالة 
الصواریخ يمثل الحد 72 الدفم‌الیضاد  "‏ »مس * 
ولتطبق المعاد لة على حالتين خاصتین ٠‏ اولا » افرض ان جسما یتحرك في ضباب 


او سديم بحیث‌تزداد كتلته عند مروره ٠‏ في هذ ه الحالة تکون السرعة الابتد افسة 


۲ ٩ 

رام اناد منرا ‏ اذن ۶ م77 وتحصل علی 

(۷- 16( 16-3 ی ۳ کت 

سید 2 8 + UV‏ تيلا 

نمسأ د له ؟ لحرکة ٠‏ مستخدم هذه فقط عند ما تکون السرعة الاب أتية للمادة ال آکمس.2 
تماوي صفرا ۰ وما عد! ذ لك يجب استخدام المعاد لة الساءة( ۷ء ٠) ٩۳‏ 

لخت جر و كت الما روخ 3 للحالة الثانية * في شف المتال تكون 1+ ماوق 24 سالیة ة 

لان الصاروخ تفر كله علي شكل وقود يذ وف عند كذ بق 5 بسکس ات تجاه السرعة 
النسبية للوقود. الوقن وف 7 0 0 وللتبسيط سوف تحل نحل سسا دہ Hs‏ السكة العالة التي 
تكون فیها القوة الؤارحية سوك صثرا ٠‏ عتدثل تحصل لس 

my = YR (1۵  ۷( 


ويمكننا فرز المتغيرات والتكامل لایجاد ۲ كما يلي س 


سق 


dv dm 
dt 2 ۲ TE 
5 T dn 
1 - ] ست‎ 
فان | فرضت ۲ ثابتة ء عندئذ يمكننا التكامل بين الغایتین لابجاد الانطلاق كدالسة‎ 
7 2 
1 37 = = ۲ 1 عق‎ 
و7‎ 


2 
وق 


للكتلة 2 ه 


a 

عي صد ۷ + م = ۲ 
حيث ون تمثل الكتلة الابتدائية للصاروخ زائدا الود غير المضرق + 2 الکتاسة 
في ای زمن و ۲ انطلاق الهود القذ وف بالنسبة الى الصاروخ ٠‏ مسبب طبيمة 
ااال » من الضروری استحمال كمية كبيرة من القود الى نسبة وزن 
الصاروخ فار غ نون قد ( لاجل الحصول على إنطلاقا تعالية لضرورتها في منصة 
انطلاق القمر الصناعي ٠‏ 


۲ 
ا 1 1 ۷ متسه بتكونسة من تلات خسومات » کتاسة کل منیا وأحد . فا | کا مسحت 
f 1 ۳‏ 
2 ميا اا ا اتس 

.0 08 22-0 م ^~ کت 
د Yq‏ 3 +1 - ۳ 
”5 کب را نم 5 
ra = j + k =‏ 
+ و gaat‏ ع = و۲ 


۲-۷ ) ( ) جد الطاقة الحركية للمنظر -ة السابقة ۰ (ب) جد الزخم الزاوی حول‌المرکز ٠‏ 

۰۳-۷ بندقية کلتها ظ تطلق قذيفة کلتها = ١‏ فاذا كانت سرعة الفبعهة 
( سرعة القذيفة با لاسية الى البندقية) هي م* * ماهوالانطلای الفعلسسي 
للتذ يغسة ماشرة بعد أن تترك ماسورة البندقية ؟ ٠‏ 

۷ا )۰ اطاقت قذيفة كتلتها د وانطلاقبا م۲ ماشرة نحوقالبخشبي كلته × 
مرضوع على طاولة افقيسة خشنة ۰ فاذا كانت ۸۸ تمثل معامل الاحتكاك 
إلانزلاقي بين القالب والطاولسة ء فما هي السافة التي ينزلقها القالببل 
أن يصل الى حالة السكون ؟ ٠‏ 

٠ ) 8‏ قذ فت شظية بزاوية ©؟ مانطلاق ابتدائي م۲ هي اعلى نقطة من اامسار 
انفجرت الشظية الى قسمين متساويين» احد هما تتحرك بباشرة نحوالاسفل 
بالنمبة الی الارض مانطلاق ابتدائي م27 ٠‏ ماهواتجاه وانطلاق القسسم 


الاخسر ماشرةبمد الانفجار ؟ ٠‏ 


۱-۷ ) »ثلائة جسیمات متساوية ا لكتلة تتحرك على خط نستقيم ٠‏ في البدايسة کانسست 
مواضع الجسيمات في النقاط - ١ه‏ صفرة*١ه‏ وسرعها 2 .49 و و2۲ وى” 
على التتالي ٠‏ جد السرع النهائية للجسیمات‌علی فرض ان التصادم كان تسام 
المروضة ٠‏ 

۷-۷ ) »سقطت كرة من ارتفاع 1 على رصيف افقي ٠‏ فاذا كانت ٤‏ تمثل معامل الارتد.اد 
ائبت ان المسافة العمودية الكلية التي تقطعها الكرة قبل ان يتقف ه ارتسداد 


الكرة هي 
LAE Vz BF‏ 


۸ في السو*ال الساپق جد الزمن الكلي الذ ی ترتد فيه الكرة ٠‏ 

۹-۷ )٠اشتق‏ المعادلات (۳۰-۷) ۰ 

۱۰-۷ )*افرض ان الارض والقمر يمثلان منظومة معزولة اثبت ان كلا مما يتحرك بقطسع 
ناقص حول مركز كتلتيبهما المشترك ٠‏ 

٠)١ (7‏ اثبت‌ان الطاقة الحركية لمنظومة متكونة من جسسمين هي 


کر + pv,‏ 
حيث و2 + وسح ,7 الانطلاق النسبي و بر الكتلة‌البصغ رة * 
۰۱۲-۷ اثبت‌ان الثابت © في المعاد لة (1- 58 ) لزمن د ورة كوكب حول الشسس 
يجب ان يكون” . [ (سبكة)ة] 27 بدلا من (eM)‏ 7 2 حيث 1 تمشل 
كتلةالشمسو "د كتلةالككب ٠‏ 
١) ۱۳-۷‏ 1نا حدث تصادم بباشر بين جسمين اثبتان الخسارة في الطاقة الحركية 


تاو 2 
(2ع - )۶ $ 


(oo 


حهث /۸ تمثل الكتلة المصغرة ه ۳ الانطلاق النسبي قبل التصادم و © 
عي معامل الارتداد ٠‏ 

۲سا ۱)مجسیم متحرك كتلتسه ريد أصطدم اصطداما مرنا بجسيم هدفكتاته رص 
وكا ن ابتدائيا في حالة السكون ٠‏ فاذا كان التصادم رأسيا اثبتان الجسسسیم 
الساقط يفقى ۳ / ۸۸ 4 من طاقتهالحركيةالاصلية » حيث ۸4۸ هسي 
الكتلةالصغرة و وظ + بكس 

اه ()* أثيت أن الزخم الزاوى لمنظوسة متكونسة من جسيمين هو 


کے حم حب 
RX 4 7‏ + ريم 227 ۶ Toy‏ 


حيث ر۳ + رس = اند ۸۶ هي الکتلسة المصغرة © R‏ متجسه الموضع 
النسبي و 7 هي السرعة النسبية للجسيمين ٠‏ 

٠ ۱۱-۲‏ بروتون كتلتده 3 وسرعته الابتدائية چ يصطد م بذ رة هليو مء كتلتبا 
4 ابتدائيا في حالة السكون ٠‏ اذا كان البروتون يترك نقطة الاصطسدام 
بزاويسة 45 مع خط الحركة الاصلي ٠‏ جد السرعة النها ئية لكل جه و 
افرضان التصادم تام المرونة ۰ 

۱۷-۷ )۰ حل السوال.السابق للحالة التي یکون فیپا التصادم غير مرن و © تساوی 
2 طاقة البرتون الابتدائية ٠‏ 

٠) ۱۸-۷‏ بالرجيع الى السوال (1-17١)ه‏ جد زاو التشتت Soa tern‏ 
للبروتون في مركزكتلةٌ المنظودة ٠‏ 


٠) ١ 17‏ جد زا وية تشتت البروتون في مركز كتلة المنظوبة في الل سوال (۱۷-۷) ۰ 


7 ی 2 وزخسه الابتدائي P1‏ اصطد,م بجسیم له نفس الكل 1 


م , 92 على التتالي * اثبتان قدا يا 





2 
Q = coos ۳‏ 
حيث ۲ هي الزاية بين مساری الجسیمین بعد التصادم 
۲۱۰ ) اشتق المعاد لسة (۷ ۰)۵۲ 
) اطلق صاروخ عمودیا الى الاعلی ٠‏ اذا فرضت 5 ثابتة ۵ جد معاد لة الحركة 
ماهي نسية الجود الى وزن الصاروخ بد ون وود للحصول على انطلاق تاكن 
يساوى انطلاق انفلات الارض(7 ميل بالثانية ) اذا كان انطلاق الغاز المستننن, 
۱ ۱ 1 
(]) 7 ميل في الثانية ٠‏ و (ب) ۲ ميل في الثانية ؟ أفرض ان معستل 
الخسارة في القود في الثانية ثابتا وساوی ۱ + من الكتاة الابتدائية للهرد ۰ 
E )۲۳-۲‏ ۾ علقت ابتدائيا بحيث كان جا من طول نا 
ملفوف پا لقرب من الحافة ٠‏ فا | ترکت السلسلة تتحرك ه اثبت أن انطلاقپا عنسد 
3 
آخر حلقة تترك نهاية الطا ولة هو [ کهد/92۱ - تعاع2] 
۲۲ ) ۰ جد المماد لة التفاضلية لحركة قطرة مطر تسقط خلال الضباب فتزداه كتلشيسا 
اثتاء سقوطبا ٠‏ افرض|نہا تبقی کروسة الشکل وان معد ل التراکم یتناسب بسع 
القطع المرضي للقطرة مضرها في انطلاق السقوط» اثبت‌ان القطسرة تدا 
من السکون عند ما تون ابتدائيا مغيروجد!ا عتد تسژ یکسسون 
التعجيل ثابتا مساوی ۲/م ٠‏ 


كت 


۲ ۷ 


لقصل الا مس 
میکا نيك الاجسام العملد ه !ل ركة في مستو 
Motion in a Plane‏ وع ۵8۵1 ده وه MHechanlrcs nf‏ 

قد يعتبر الجسم ألسلد .کون من منظومة جسيمات مواضمها النسبيسة ثابتدة * 
أء بعيابة اخرء. 6 المسافة بين !ی <سيمين. ثابنة ةه هناك مثائية في هذا اتسيف ` 
الجسم العبك 3 سے اوا ۵ كما أشرنا في تحريف أ لجسيم » لا توجد کي الطبيعم تة 
جسيمات حفيقيسة - وتا نیا لاتكين الاجسام الممتدة الحقيقية تامة الصلاده» أذ يتغهسسر 
7 ( سقط ه تشفط ار تلنوى ) بمقدار قد يزداد او ینقص عند تسليط قوة خارجية ` 

+ على أيه حال مِ سوف سول 5 ي القت الحاضر مثل هذ ه التغيرات ٠‏ 


Center of Hass of a Rigid Body مركز اكتلة لجسم صلد‎ )١ 


بق أن عرفنا مركز الكتلسة (البند ١1٠‏ ) لمنظوسة جسيمات الممثل بالنقعلة 





مرت 39 ET‏ بل وکا E‏ 








my om ۳۹‏ > ۶ مرو 5 my‏ 7 يرم 
ولجسم ممتد صلسد هة يمكننا استبدال عملية الجمع بالتكامل على حجم الجسم ء ای 
هت ۳ Pz‏ 0 ۳ وم 1 07 دمل 


۲ ها 2 + مگ 
حيث ۸ تمثل الكثافة و 0۲ عنصر الحچم ٠‏ 





اذا كان الجسم الصلد قشرة رقيقسة الش کل فمعاد لات مركز الكتلة تصبح ب 
(۲-۸) 

وت 1 وه وم ول و 58 

لل EE‏ بر 2 و سس یی J‏ و om‏ 


هه م ول مه م ول مە م ول 


حيث 05 يمثل عنصر المساحة و ۸۵ کتلسة وحدةالمساحة ویمتد التكايل على 


ساحة الجسم ۰ 
مالتمائل ه اذا كان الجسم على شكل سكك رفيع ٠‏ فیکسون عند نا 
(۲-۸) 31 عم ول ۹ ومول ا رل 


om" f pal om" TTR + en" Tal 
۰ في هذه الحالة ۰ تر تمثل كتلة وحدة الطول و / 4 عتصرالش ول‎ 
وللاجسام المنتظمة المتجانسة » تکون عوامل الكتافة © ثابتة لجميع الحالات ولذ لك‎ 
٠ يمكن حذفبا من كل المعاد لات السابقة‎ 
واذا كان هناك جسم مركب ای يتكون من جزیئین او اكثر وكانت مراكز کنل الاجزاء‎ 
 ةباتك معروفة فمن الواضح عند ثذ 'نسه يمكن من تعريف مركز الكتلة‎ 


58 وه 9۰ + وترع + باك‎ (LA) 
وا‎ + Mo + مو ههه هه‎ ۵ ۲ 


مع معاد لات مماثلة لكل من سل و یروت ° أی‌ان ( 2 ۳ × ) يشل 
مركز كلة الجزه يد + رهلمجرا ٠‏ 
فرضيات التناظ ر 


اذا كان هناك جسم متناظر » فمن الممكن الاستفاد 2 من هذا التناظر لتعييسن 
مركز الککل2 ۰اذ ن ه انا کان للجسم مستو للتناظر ه ای ه اذا كان لكل جسيم 
بط صورة مثل یهد بالنسبة لمستو ما » عند ثئذ يقح مركز الكتلسة في ذ لك المسستوی ٠‏ 
ولكي نبرهن هذ !ا » لنفرض ان المستوى ب× يمثل مستوی التناظر ٠‏ عند ثذ یکون عند ناب 
) رت + (2y‏ 2 
SF 5 (my + «(‏ 


ولکن ولا = پو 2- = رك ٠اذن‏ تختزل حدود البسط بازواج » ولذلك 
0 = ىت ه وهذا يعني ه ان مركز الکتلنة يقع في المستوی ل × 

هالتمائل » اذا كان للجسم خط للتناظر فمن السپل ان نثبت ان مركز الكتلسة يقح 
على ف لك الخط ٠‏ هد ترك البرهان كتمرين ٠‏ 

نصف کرة مستلفة 

لايجاد مركز کتلسة نصف ك رة متجانسة ممتلشة نصف‌قطرها 8 ٠‏ ون التناظره 
یقع مركز الکتلسة على نصف القطر العمود ی علسسی سطحپا المستوی ٠‏ ماختيار 
محا ور كما هو مبين في الشکل (۱-۸) + یکون مركز الکتك ة واقها على المحسيرت و 
لاب وة تقل مهو جهو و ك ع ن 2# و 


كما هو مبین في الشکل ۰ اي ان az‏ ( و - گھ ) 7ه جة 
8 
ادن 2 (22 که )و ۵77 / 
5 3 ا 
(a (az 2 5‏ 7م ل 





الشکل ( ۸ے )١‏ 





لقشرة نصف كررية نصف‌قطرها © نستخدم شسالمحاور التي استخد مست في 
المسأّلة السابقة ( الغكل (۱-۸) ٠‏ رة !خرى ء من التنا ظره یقح مركز الکتلة علس 
المحور و ۰ ولنختر للعنصر السطحي حلقة داثرية عرشها هق *اذن بسن 
كتابة 
ولكن 


dla م‎ 277 (a2 5 ری‎ 209 


© = رده‎ (w/a), 





ای ار 
¥“ 2 2 
062 ( و - کو) = 64 
اذن ٠»‏ 
a 2‏ 7 2 = قت 
وونقا لذ لك يكون موضع مرتز أ لكتلة كما يلي a‏ 
2 2ه 27 و 
5 لاع ولح 7 o‏ 
ۍû‏ ۵ ۵27 
نصف دالسرة 


لايجاد مركز كتلسة سنك رفيع على شکل نصف د؛ثرة نميف قطرها 8 ۵ نتسه 
محا ور كا لمبينة في الشكل (۸ ۲ ) ٠‏ فيكون عند نا 


3 


هن هه 3 


۲ = A sin 9 1 
8 
!دا ن‎ 

ف 


1 


( 
6 
د د 7 
7 ره 
a 3‏ م 
ل ون 
0 


a sin ع(۵‎ 0 


ne بجع‎ 





2 
ت متسه 
E )۲۷۲- ۸ (‏ 





الشكل( + ؟) 
المحاور لحساب مركز كدلة سلك نصف؛ داثری 


مسفيحة تصف داثرية 





( الشكل ۸- ٠ )١‏ هد ترك ذ لك كمسألة للبرهنسة على أن - 
(A ~۸)‏ ا 
١‏ 37 


5 
۲-۸) التوازن الستاتيكي لجسم صلد 
Hçgudlitrium of a Rigid Body‏ 555115 
رأينا (بند ۱-۷) ان تعجيل مركز كتلة منظوسة يسا وى | تمر الاتجاهي امقس سرن 
الخارجية خسوة على الكتلة ٠‏ مصورة خاصة » اذا كانت المنظرسة بسا عدا 
وکا ن مجموع جميع القوی الخارجية يساوى صفرا ای 


ب ناد 


امام 
+ و + دم 


ود + ج ۳ 
عند ثذ سپیقی مركز الكتلة ساکنا ه اذا كان في البدارن كلظ ٠‏ تالمحاه نژ ٠۸‏ : 
تعبر اذ ن عن شرط التوازن الانتقالي للجسم السلد ٠‏ 

مالتمائل 6 ان تلاشي عزوم جميع القوى المسلطة م أي 


2 عل لح‎ 95 ١٠١2( 
اوس‎ X رط > د"‎ XK Fo + ..6 0 ( 


(۹-۸) 0 = موه ام 


۲ 


للجسم الصلد ه ای اذا كان الجسم في البداية ساکنا » فانسه سوف لاييداً بالسد و ران * 
التوازن في مجال جاذ بية منتظسم 
Equilibrium in a Unlform Gravitational Field‏ 
لنفرض ان جسما صلدا في مجال جاذ بية منتظم كوجود ه على سطح الكرة الارضية ٠‏ 
لما كان مجموع قوى الجاذذبية يساوى 26 حيث ‏ هي كتلةالجسمء فهمكننا كتابة 
)١١-4(‏ 0 = هس + موم + Fj + Fg‏ 
حیت 3 » و وهلم جراء هي جميع القوى الخارجية یاستثنا" الجاذبيسة٠‏ 
هالتمائل + يمكن كتابسة شرط التوازن الد وراني كمايلي - 
(۱۲-۸) 0 ويس ع Fy‏ 2 جر جر Fj + Fg x‏ ع يم 
1 
ولکن ۳۹ متحه ثابت ه لذ لك یمکننا كتابة ‏ 


3-5 


Xx mE )۱۳-۸(‏ م = 5 om x‏ "تا 95 6 و2 يال 2 (= عبت x‏ 00 
المعاد لة السابقة تنصعلى ان عز م قوة الجاذ بية حول اية نقطة ۰ یساوی عزم قسسوة 
متفردة ج موثثرة على مركز الكتلة  ٠‏ فمماد لة التوازن الد وراني عند ثذ تصبسح 
x mE = 0 )۱-۸(‏ 


بر + ۰۰۰ + وظ × ر٣‏ + ۴ ۶ 2 





(۱) یسمی مركز قسوة التجاذ ب الظاهرى بمرکز الثقل ۰ في مجال جاذ بية منتظسم 
كا لذ ی فرضتاه يتطابق مركز الثقل مركز الكتلة ٠‏ 


Y1 


التوازن تحت تأثیر قوی راقعه في نف سالمستوى 
Equilibrium under Coplanar Forces‏ 
اذا كانت خطوط تأثير منظوسة قوى مسلطة على جسم صلد تقع في مستو وا حسسسد 
عند ثذ يمكن ان نكتب 7+ رة =۴ وهلم جرا ۰ فصيخ مركبات معاد لات التوازن ه 
اى المعادلات )٩-۸(‏ و(۸-١٠)ء‏ (التي يتذكرها الطالب من الفیزیا* الاولية)ء 
تگون التسوازن الانتقالي : 
(۱۵-۸) 0 ح.ى.. + ولا + 1 0 = .موه + X + Xo‏ 
التسوازن الد واني 


(۱۱-۸) 0 6 + وطو7 - ورد + لول ¬ x1‏ 


۲-۸( دوران جسم صلد حول محور ثابت عز م القصور الذ اتي 


Rotation of a Rigid Body about a Fixed Axis. Moment of 
Inertia. 


من ابسط خركات الجسم الصلد » عدا الحركة الانتقالية الصرفة » حركتسه الد ورا نية 
الیقید ة حول محور ثابت» لنختر المحور ‏ 2 في محاور مناسبة کمحور للد وران ٠‏ فمسار 
الجسيم النموذ جي بت الذى مضعه النقطة( ,2 ه و7 » × )عندئذ يكون ٠‏ 
داثرة نصف قطرها 7 + «) = و ومرکزها یقم‌علی المحور ‏ 2 * ویمثل 
الشكل (۸--۲) مقطعا عرضيا للحركة موازيا للمستوى ب ٠  <‏ 
انطلاق الجنتیم 1 هو 


8 
)۷-۸( رن 72 4 5 = لړ = و۲ 


؟ 1 ۲ 





الشکل ( ۳-۸) 


حیث ده تمثل الانطلاق الزاوى للد وران ٠‏ من دراسة الشکل ه نری ان للسرمة 


المرکیات التا ليسة هس 

(۸- ۱۸) رك نه اص كر صله رت = و 
)١١-4(‏ پچ = 8 و60 ۲ = رل 
(۸- ۲۰) 0 = 2 


حيثعرفت الزاية 8 كما هو مین في الشكل ۰ ومکن كذ لك الحصول على الماد لات 
السابقة بايجاد مركباتالمعاد لة التالية ‏ 


کے سس 


(۸- ۲۱) ود × نب = و۲ 


۲1 


لنحسب الطاقة الحركية لد وران الجسم ٠‏ من العلاقه 
(54؟ )5‏ مود w2‏ یه )+ = وكيسة _7 = 1 
7 1 1 
(۲۳-۸) (2< + 4<ايس _( = تیه 2 =1 
اكية 1 eg‏ 
الاجسام الصلدة ٠‏ وتسمى بعزم القصور الذاتي ٠‏ 
لنضح كيفية دخول عز م القصور الذاتي بصورة عميقة في المضوع ه لنحسب الزخم_ 
الزاوی حول محر الد وران ٠‏ لما كان الزخم الزاوی لجسیم» من التحریف ‏ یساوی 
4" × رت فبركيسة- = عندگذ هلي 
(۲-۸) م هيه = س (وو + دايع = (یقی7 - ږټږ×) يس 
وه ا الماد ی 010-47 اتل على وة س 
الكلية للزخم الزاوی ء والتي سنسميها 1 ٠‏ باخذ المجموع لجميح الجسیمات ه ای . 
(۸- ۲۵( نه 2 ع نس كيم -2 =1 
رأينا في البند (۷ -۲) ان معد ل التخير الزمني لا انان ی ملي اي 
المز م الكلي للقوی الخارجية ۰ ولجسم هید الد يران حول محو ثابت یکون عند نا ب 
(۲۱-۸) (بللف ے ف مور 


at dt 
حيث 3 تمثل المزم الكلي لجميع القوى المسلطة حول محور الد وران (مركبة ۴ على‎ 
طول المحور ) ۰ اذا كان الجسم صلدا + عندئذ تکون 1 ثابتة ومكتنا ان نكب‎ 





3 
( ۲۲-۸) ج 1 = N‏ 
والتنا ظر بين معاد لات الحركة الانتقالية والد ورانية حول محور ثابت هو كما يلي 
الاتقا اه الوا تحت یه 
الزخم الخطي ”ا = 2 الزخم الزاوی ده 1 = 7 
الطاقة الحركية ‏ 2بس =2 الطاقة الحركية ده 42 د" 


لجسم نسبة الى محور ثابت للد وران + تماما كما تكون الكتلة مقياسا للقصور الذاتي 
الانتقالي لجسم 
ها ) حسابعزم القصور الذاتي ‏ 
Calculation of the Moment of Inertia‏ 

في الحسابات الفعلية لعزم القصور الذاتي “لظ -2 للاجساء الممشدة ء 
يمكتنا استبدال المجموع بالتكامل على الجسم + تماماً كما فعلنا في حساب مركز الكتلة ء 
ای پکتنا كتابة ب 
(A -۸(‏ سة ار = 1 


حيث سك تمثل عنصر الكتلة وتساوى حاصل ضرب الكثافة في عنصر مناسب ( الحجسم 
الساحة » او الطول ) ٠‏ ومن المپم ان نتذکر ان ۸ هي المسافة العمودية مسن 
عنصر الكتلة على محور الد وران ٠‏ 

ومن الواضح ۶ لحالة الجسم المركب يمكننا ان نكتب من تعريف القصورا لذ اتي‌مايلي 
(۲۹-۸) 6.. + و1 + I‏ = 1 


۳۲ 


حيث ر1 27٠‏ والخ هي عزوم التدمير الذ اتیسه لیختلف الاجزا* حول البحسسور 
الخاص الذ ی تم اختیاره ٠‏ 

لنحسب الان عزوم القصور الذاتيه لیعض الحالات الخاصة المپمة ٠‏ 

أن مز م القصو الذاتي لقضیب رفيع منتظم طوله a‏ كتلته تن حول محسور 
مبودى على احد طرفيه (الشكل 64 (1) )هوب 
۳۹ وو = 1 
جد نتجه الخطرة الاخيرة لان ه م < ظ . 1 

اما اذا كان المحور يمر في مركز القضيب (الشكل + 6 "ب" ) فتحصل علسی 


)2١-هل(‎ 


a 


به 
عد پچ - ذو م پچ - عه م 2× | 
2 - 


الیح ور 2 





)2 (ب ) 
الشكل ( ۸-) 

البجاي لمسابعزم القصو الذاتي نقضیب (آ ) حول احد طرفیسه 
(ب) حول المرکز 


الطوق او القشرة الا سطوا نهة 71 Hoop or Cylindrical‏ 


في حالة الطوق الداثری الدقیق او القشرة الا سطوانية تقع جمیع الجسیمات على نفس 
البعد من المحوره فعز م القصور الذاتي اذ ن يكون  ٠‏ 


I = 8 (۴۲-۸)‏ 
حيث ۵ یل نصف‌القطر و ند الكتلة ٠‏ 
ترص داثری او اسطوانسة Circular 2186 or Cylinder‏ 


سنستخدم المحا ور القطبية لحساب‌عز م القصور الذ اتي لقرس داثری منتظم نصف 
نطره 8 وكلته » ۰ عنصر الكتلة هنا عبارة عن حلقة دقيقة نصفقطره ا «* 
سمكها جت » وهي تعطى كما يلي - 
r ar‏ 27 م = dn‏ 
حیث م تمثل كتلة و حد ة المساحة ۰ فعزم القصور الذاتي حول محور يمر من مركز 
القرس ومود ی‌علی وجبه المستوی ( الشکل ۸- ) عندفذ یکون - 


)۸~( س چ‡ ب ۸۵ = r dr)‏ 2)27م) م = 1 
9 
بالخطوة الاخيرة تنشح من العلاقة 2ه 7 مت ك ۰ 


من الواضح ٠‏ ان المعاد لة (۲۲۳-۸) تستخدم كذ لك لاسطرانة داثرية قانسبة 
بنتظمة نصف‌قطرها 8 وتلشها ظ ١‏ والمحور هو المحور المركزى للاسطيانة٠‏ 
الكرة 

لنجد عزم القصور الذاتي لكرة صلدة منتظمة نصفقطرها 8 كتلتها ® حسول 
.حور ( المحور - 2 ) يمر من مركزها ٠‏ سوف نقسم الكرة الى اقراص داثرية رقيقة * 


۲ ۹ 


الیحور 





المحا ور لایجاه عسز م القصور الذ اتي للقرس 
كما هو مبين في الشکل (۱-۸) من المعاد لة (۸- ۲۳) يكون عسز م القصور الذ اتي 
لهذا القرص النموذ جي ال ی نصف‌قطره عن هو سق رھ لکن مر 7*82 = dı‏ 
أذن 


8 8 
۲-۸۸ )م7 بط 5 و۵( *ه-گو) 37 = ds‏ 4ج 7 مر 7 = I‏ 






13 3 ل‎ 7 ۲ A01 


الیعور 
الشكل ( 1-۸) 
المحاور لایجاد عزم القصورا لذ اتي لكرة حول المحور - 2 
على الطالب استنتاج الخطوة الاخيرة ٠‏ ولما کانت الكتلة = هي 


مثو 7 عش هن 


۲۷۰ 


ان 


)۲۵ ~A) 


I = سب‎ ma. 
Spherical Shell فشسرة كروية‎ 
يمكن ايجاد عسزم القصور الذاتي لقشرة رقيفة کروسة منتظسة بسهولة من تطبیسسق‎ 
المعادلة (۲-۸) ۰ فاذ | فاضلناها بالنسبة الى م نتحصل على‎ 
3 77 a* هه‎ 
٠ وهذ ه النتيجة هي عسز م القصور الذاتي لقشرة سمکپا ۵۵ ونصفقطر ها و‎ 
- ولما كانت کتلسة القشرة تساوی 27088 477 اذ ن یبکتنا كنابة‎ 
1 = 8 مه‎ )۲۱-۸( 
هلى الطالسب‎ ٠ 2 لمزم القصور الذ اتي لقشرة رقيفة نصف‌قطرها ى كتلتها‎ 
۰ التق من صحة هذه النتيجة با لتکامل الباشر‎ 
Perpendicular-axis Theoren نظرية المحا ور المتعامد ة‎ 
افرض ان جسم صلد) على شكل صفيحة رقيقة مستهة اعتباطية الشكل ۰ لنضم هذ ه‎ 
السفيحة في الستوی - د (الشکل ۷-۸ )۰ فعسزم القصور الذاتي حول‎ 
المحور # = اذن یکون‎ 
1 )ون ح و‎ + y= 4x + ا‎ 58 
ولکن المجموع دیسر هوعزم القسور الذاتي 1 حول المحور - ر » لان‎ 
و يساوى صفرا لجميع الجسيمات٠ والتمائل ره 2 يمثل عزم القصسسور‎ 
الذاتي ,1 حول المحور  × ۰ اذ ن يكن كتابة المعاه لة السابقةعلى النحوالتالي‎ 


(۳۷-۵۸) 1 + 1 > و1 


۲ ۱ 


هذه هي نظرية المحاور التعامدة ١‏ اى ان عسز م القصور الذاتي لاى صفيحة مستية 
حول محور عمود ی على سطحها یسا وی مجموع عزمي القصور الذ اتي حول ای محوریسن 
متعامد ين يقعان في مستوى الصفيحة ومرا ن با لمحور العمود ی . 





الشكل (۷-۸) 
نظرية المحاور المتعامدة 
كمثال لاستخدام هذ ه النظرية » لنفرض قرصا دائريا رقيقا في المسستوی - 7< 
(الشكل ‏ ۸- ۸) من المعادلة (۲۳۰-۸) عندنا ‏ 
و + I, = 8 ma = I,‏ 
ولكن هذه الحالة نمرف‌ان ,1 = ے1 من التناظر » ان ن يجبان نحصل علسی _ 
(A —۸ )‏ ھت ۾ = برد = ے1 
لمزم القصور الد اتي حول اى محور في مستوى القرص ويمر من مركزه ٠‏ رالمعادلة 
 ۳(‏ ۲۸) يمكن استنباطها ایضا من التکامل الهاشر ٠‏ 
نظرية المحا ور المتوازيسة Paralls1-axis Theorem‏ 


۲۷ 


(7 + )ره 1 
يمكننا الأن التعبيرعن × و رن بدلالسة احدائیات بالكل ة 





الشكل (۸- ۸) 
( ہہک ہیں وريم ) والاحدائیات ( و5 7:5 × ) بالنسبةالى-مركزالكتلة 
(الشكل ۸- ۱) كما يلي - 
Tom + 4 ۱۳‏ * و۲ و2 + x = Xo‏ 


بعد التعويض وجمیح الحد ود نحصل على 
(۰-۸) و7 + (x‏ يا 2 +( + )ياه 2 = I‏ 


پیج الاول من اليمين هوصزم رل اي اه 
في مركز الكتلسة ٠‏ سنسميه .1 ٠‏ من الواضح ان المجميع الثاني يساوى كتلة الجسم 
مضرمة في مرح المسافة بين مركز الكتلة والمحور ‏ د ٠‏ ولنسم هذه السافة 6 ٠‏ 
أىان يع + يع ء “ر 


ستيه 2 = رتیه 


YY 


اذ ن ء المچمهان الاخيران في يمين المعاد لة( ۸ 2١‏ ) يتلاشيان وا لنتيجة الاخييرة 
تکتپ على الدحوالتالي - ۳ 

۸۱ - 4۱) مس + !1 = 1 
هذ ه هي نظرية المحا ور المتوازية ۰ والتي يمكن تطبیقبا على ای جسم صلد © مجسسم 
او صفيحة ۰ وتنص النظرية في الراقع على ان عزم القصور الذاتي للجسم الصلد حول 
ای محور يساوى عز م القصور الذاتي حول محور مواز له ويمر من مركز الكتلة زائد] 
حاصل ضرب كتلة الجسم في مربع المسافة بين المحورين ٠‏ 

چند تطبیق النظرية السابقة على القرص الداثری » تحصل من المعاد اتن 
(ه-؟؟)و(ه61-4)على 
(۸- ۲ ) ممم ع = كوس + تمس و = 1 


لمزم القصو الذ اتي لقرص د | ثری منتظم حول محير عمود ی‌علی سطح القرص ومر مسن 
حانشه ٠‏ اضف الى ذلك ه من المعاد لتین (۸- ۲۳۹) و (1۱-۸ ) نجد آن 


۸ب 1۲ )4 2ن ےہ = 2مس + ma‏ = 1 
تصف قطر التد مم Radius of Gyration‏ 


من الملائم ‏ لبعض الاغراض ۵ التعبير عن عزم القصور الذاتي للجسم السلد 
ا مه : 
4 و 
k =‏ 
فملى سبيل البثال © أن تسف قطرالتد وهم أقضيب دقیق حول محور يمر من احد 
طرفهه [ والرجوع للممادلة (4-١5)|هو_‏ 


؟ ۲۷ ۲ 


ويمكن ترتيب عزوم القصور الذ اتيه لاجسام مختلفة بسپولة على صورة جد ول وذ لك 
بدرج مربع انصاف اقطار التد ويم لپا كما هوفي الجد ول (۱-۸) 
جدول رقم (۱-۸) 
IF 2 5‏ 
قم × لمختلفالاجسام 
(عزم القصور الذاتي =الكتلة × 2 ) 


الجسسسم ال دي x‏ 
قضیب رفيع عمود ی على | لقضيب ومر من مرکزه و 
ول :2 عمود ی علی| لقضيب ويمرمن | حد طرفيه 3 

2 
صفیحه رقيقه منوا زية يمر من المرکز ومواز للفلع 8 سیگ 
a‏ وه يمر من المركز وعمود ی على | لصفیحه ج ًه 
قرصدائرى رقیق نصف یمر من المركز وواقح في مستوی القرس و 
قطره ۵ یمر من المركز وعمودى على القرص 5 
لست ا ا ا ا و 

2 
حلقة رفيعه نصسف يمر من المركز وواقع في مستوی الحلقة س 
قطرها ۾ یمرمن المرکز وهمود ی على سطح ما a‏ 
ذضرة اسطوانية رقيقه نصف محورهاالطولي البرك زى 

a 


نطرها ٩‏ وطیلها ظ 





۲ ۷ ۵ 








ت 
اسطوانه دائريه قائسه ‏ محورها الطولي المرکزی 
صلد ه نصف قطرهفا يمر من مركزها مود ی على محورها وت اق 
۾ وطولپا ظط الطولي المركزى 2 ۳ 4 
قشرة كروية نصف‌قطرها 8ه ای‌قطر *و 2 
كرة صلد » منتظسة ای قطر 2 2 
نصفقطرهاً 2 5 
متوازى المستطیلات منتظم يمر من المرکز وعمود ی علی‌الوجه 2 2 
صلد 6 اضلاء ه٠۳‏ 2 6وهومواز للحافه © چیه 


0 ۵ Db 6 ۵ 





مه ) البند ول الفيزيائي The Physical Pendulum‏ 

الجسم الصلد الذى يتأرجح بحرية تحت تأثير تقلسه حول محور افقي ثابت للد و ران 
يسمى بالبند ول الفيزيائي او البندول اکب مهوت Compound‏ 
والشکل (۱۰-۸) يبين بند ول فيزيائي ه فيه 0 تمثل موضع محور الد وران و 016 
مركز كتلته ۰ والمسافةبين 0 و 0 هي £ كما هو موض ۰ 

ويتمثيل الزا ية بين الخط 0016 والخط الشاقولي 04 بالرمز ۵ یکون 
بقدار عزم القوة التثاقلية (تعمل في 036 ) حول محور الد وران على النحو التالي 


معاد لة الحركة الاساسية © sin‏ رعس 
dl = Iw‏ 


عند ثذ تأخذ الشكل التالي dt‏ 
-ng J sin © = 1‏ 


او 


) ۵ ۸ ( 





الشكل (۱۰-۸) 
البسد ول الفيزيائي 


هذ ه المعادلة تماثل معاد لة البند ول البسيط بالشکل ٠‏ ما هي الحالة في 
البند ول البسیطه يمكتنا هنا الاستعاضةعن © <ذه بالزاية © لذبذبات صغيرة » 


1 1 

10-1 ) ما E‏ 
يحلبا هو 

© = ۵. ومن‎ )2 7 ft + 6 ( ) 1۷ -۸( 


0 


حيث 6 هي السمة و € زاوةالطور ۰ برد د التذبذب £ یکون 


1 5:44 ( A —۸) 
27 1 





YY 


اذ ن » زمن الذبذبة هو 
E 1‏ 
MEJ (1 ۸)‏ 21۳ 2 
(لتلافي الارباك الذ ى قد يحصل ٠‏ سوف لانستعمل رمزا معينا لتسمية التردد 
الزاوى * 7 2 )۰ ومكننا كذ لك التعبیر عن زمن الذبذبة بدلالة نصف قطر 
التد هسم م اى 
(٠۰ -۸(‏ ل =1 
5 
فزمن الذ بذ بة أذ ن هو نفس‌زمن ذ بذ بة بند ول بسيط طوله ۵ /2ع1. 
جلى سبیل المثال + قضيب رفيع منتظم طوله © يتأرجح کبند ول فيزياشي حول 


احد طرفيه( ۵۳/5 = ۶× ) پزسن ذبذبة قداره 





چ 277 = ۲ 
مركز التذ بذ ب Center of Oscillation‏ 


باستخد ام نظرية المحا ور المتوازية ٠‏ یکتنا التعبیر عن نصف قطر التد یسم × 
بد لالسة نصف قعار التد یسم حول مركز الكتلة برع كما يلي 
2 


1 = Iq + ۸ 


۱ 
0 

2 2 
mk = mk + ۸ ۱‏ 
عند اختصار :7۱ # من کل حد تحصل على 

2 

(۸- ١ه)‏ £ + Koy‏ = ۳ 
اذ ن يكن كتابة المعادلة (۵۰-۸) على النحوالتالي 
koy + >‏ 


8 / 


T = 7 ۲ه(‎ A۸) 


TYA 


افرض أن محور د وران بند ول فيزيائي قد ازيح الى مضع آخر 0 على مسافة ۶ 
من مركز الكتلة » كما هو مبين في الشكل (۱۰-۸) ٠‏ فزمن الذبذبة 21 حول هذا 


المحور الجديد يكون. 2 12 
* به 7 =1 
Sa‏ سای = 
2۸ 


3 ۰ 0 - 0 
نستنتح من ذ لك ان زمني التذبذ ب حول 0 وحول 0 سيكونان متساويين ٠‏ اذا کان 


8 2 2 2 
۸ + بجع 5 70 + Kom‏ 
78 و 


والمعاد لة السابقة تبسط بسهولة الى 
(or ~۸)‏ وه Ea‏ 
فالنقطة "0 التي ترتبط بالنقطة © بالمعاد لة السابقة تسمى بمركز التذبذ ب للنقطة ۵ ٠‏ 
وواضح ان 0 هي ایضا مركز تذبذ ب للنقطة 0 ٠اذ‏ ن لقضیب‌طوله © يتأرجح 
حول طرف واحد يكون 22/12 = را , 2/ه = ك٠‏ لذا من المعادلة (۰)۵۲-۸ 
6 = له ولذ لك سيكون للقضيب الذى يتأرجح حول محور يبعد مسافة 8/6 
من المركزه نفس‌زمن الذ بذبة » فيما لو مر المحور من احد طرفيه ٠‏ 
1-4 ) نظرية عامة تتعلق بالزخم الزاوى 
A General Theorem Concerning Angular Momen tum‏ 

لاجل دراسة الحالة الاكثر عمومية لحركة الجسيم الصلد ه ای التي يكون فيها محسور 
الد وران غير ثابت » نحتاج الى استنباط نظرية اساسية للزخم الزاوى ٠‏ رأينا في البنسسد 
(۷ ۲ ) ان معد ل التغیر الزمني للزخم الزاوی لاية منظومة یساوی العز م الس لط 
علیپا» ای 

ت 


3 چے 
( + ©6ه) =F‏ سب 


۲ ۹ 


اوعلی نحو واضح 
(۸- هه( x ny) = (F, x Fj)‏ 2 ف 
حيث نسبت جميع كميات المعا د لة المذكيرة اعلاه الى محا ور نيكونية ۰ 

لندخل الأن مركز الکتلسة وذ لك بالتعبير عن متجه الموضح لكل جسم إلا 
بد لالة موضع مركز الکتلسة بر۳ ومتجه مرضع الجسيم 4 بالنسبة الى مركز الكتلة 


و2 (كما في البند ۷ ٠)٣‏ هو E‏ 
4 * س۳ ”1 


عند ثذ المعادلة (۵۵-۸) تصبح 

لام [ag + FT) x nog + 70] = Gat) * F‏ 2 
ومد فك الحد ود واستخد ام حقيقة کون تلاشي الكميتين يه 2 5 Î‏ 
نجد أن المعادلة  ۸(‏ 51 ) تبسط الى 


5 x 2 mq on” + سل چگ‎ Fao بو ع‎ 2 Fz و‎ (¥۸ ( 


م 


حيث “Tom‏ وم 
رأبنا في البند (۷ ١‏ ) أن الحركة الانتقالية لمركز كتلة اية منظوسة من الجسيمات 
تخضع للمعاد لة 
)۸— ۵۸) ربمق = یه ولا 2 ° ور 


لذ لك يختصر الحد الاول من يسار المعادلة (۸ ۷ *) معالحد الاول من يمينا ٠‏ 
والتتيجة النہائية تکون 


هب r‏ کت کے 8 
(ه-1ه) و ود سل = و۲بظ × ولد 4 


۱۶+ 


والمجموع في يسار المعاد لة المذكيرة اعلاء عبارة عن الزخم الزاوى للمنظومة حول مركز 
الکلة » والمجموع على يمينها هو العزم الكلي لجمیع القوی الخارجية حول مركز الكتلة ٠‏ 
چند تسمية هاتين الکمیتین 2 و 3 على التتالي » نحصل على 


(1۰-۸) اج - سل 
dt‏ 


هذ ه النتيجة المهمة تنص على ان معد ل التغير الزمني للزخم الزاوى حول مركز الكتلة 
لای منظومة یساوی المزم الكلي للقوة | لخارجية حول مركز الكتلة ٠‏ تكون هذ ه صحيحة 
حتى لو كان مركز الكتلة یتحرك پتمجیل ۰ واذ | اخترنا اية نقطة اخری عدا مركز الكلة 
كتقطة مرجعية ه عند ثذ يجب أن تكون هذ ء النقطة في حالة سكون في نظام المحاور 
النيوتونية (باستثناء حالات خاصة معينة فسوف لن نحا ول شرحها ) وسنمطي مشالا 
لاستخدام النظرية المذكيرة اعلاه في البند ۸- ۸ 
۷-۸ ) الحركة الصفائحية للجسم الصلد 
ش Laminar Motion of a Rigid Body‏ 

اذا كانت حركة الجسم بحيث تتحرك جميع جسیماتسه بموازاة لمستو ثابت ه عند شف 
تسمى الحركة بالصفائحية 283 1تنورة ٠‏ قد يغير محور الد وران موضصه في الحركة 
الصفائحية ولكن لايغير اتجاهه.الد وران حول محور ثابت هو حالة خاصة للحركة 
الصفائحية ١‏ ان تد حرج اسطوانةعلی سطح مستو هو مثال آخر على الحركة الصفائحية ٠‏ 

اذا عانى جسم ازاحه صفائحية » فهذه ألا زابحة يمكن وصفپا كما يلي : اختر نقطة 
موجعية في الجسم + کمرکز الكتلة مثلا ٠‏ فالنقطة المرجعيةٍ ستعاني ازاحة ما مثل ۵ » 
بالاضافة الى د وران الجسم حول النقطة المرجعية خلال زايية ما مثل 2/6 ٠‏ وهكذا 
يمكن وصف اية ازاحة صفائحية وصفا كاملا ۰ ووفقا لذ لك يمكن وصف الحركة الصفائهية 
وصفا كاملا عند ما تعطى السرعة الانتقالية لنقطة مرجعية ملائمة مع السرعة ألزاوية ٠‏ 


۸1 


المماد لة الاساسية التي تتحكم في حركة الجسم الصلد الانتقالية هي - 
F r = Ma. )1۱-۸(‏ 


۲ = Foy = "Tom = "oya 
حیث ۴ تمثل مجموع جميح القوی الخارجية التي تواثر على الجسم ء = الكتلةء‎ 
۰ ية تعجيل مركز الكتلة‎ 
لحالة حركة الجسم الصلد الصفائحية ان‎ ) ۲١ -۸( ينتج من تطبيق المعاد لة‎ 


(۸- 1۲( درس 1 = 1 
لقدار الزخم الزاوی حول محور 0 يمر من مركز الكتلة ه حيث ده هي الانطسلاق 
الزاوى للد يران حول ذ لك المحور ۰ فالمعاد لة الاساسية التي تتحكم في د وران الجسم ۰ 
ای المعادلة (۱۰-۸) عندئذ تصبح 


(4-؟1) 11 = دن - یف 
حيث 7 يمشل العزم الكلي للقوى المسلطة حول المحور 6 ٠‏ 
4 ۸) جسم يتد حرج أسفل مستوى مائل 

Body Rolling Down an Inclined Plane 
يبين ثلاث قوى تواثر على‎ )۱۱  ۸( الى ن لك ) یند حرج اسفل سطح مائل ۰ الشكل‎ 
الجسم وهي (۱) قوة الجاذ بية التي تثر شاقوليا الى الاسفل (۲) رد الفمل‎ 
هاختیار المحساور‎ ٠ الممودى للسطح جو و(۳) قوة الاحتكاك ۴ الموازية للسطح‎ 
كما هو مبهن في الشکل تکون معاد لات مركبا ت حركة مركز | لكتلة الا نتقا لية‎ 


=X = ME sin © - ۲ )11-( 


(هب ۱۵) ولا + © “ME cos‏ = رم لا 





الشکل (۱۱-۸) 
حيث © تمثل زاية ميل السطح عن الافق ٠‏ ولما كان الجسم يبقى ملاسا 


للسطح + عند ثف 
cons tant‏ ەو 
اى وم 
Jom > °‏ 
اذ ن من المعادلة (10-۸) ۵ تحصل على 
Fy = 6 cos 9 )11 A (‏ 


ان القوة الوحيد ة التي تسلط عزسا حول مركز الكتلة هي قوة الاحتكاك ١‏ ۰ 
وقدار هذا العز م یساوی 2۵ حيث ± تمثل نصف‌قطر الجسم ٠‏ المعاد لسة 
الد ورانية اى المعادلة (۸- ۱۳) » تصبح اذ ن 

Taq A = Fa )17-4(‏ 
ولشرح السألة اكثر ‏ نحتاج الى وضع بعضالفرضيات بخصوص التلاس بين السطح 
والجسم ٠‏ وسنحل معاد لات الحركة لحالتين 


AY 


الحركة بد ون انزلاق Motion with ٩0 Slipping‏ 
اذا كان التلامس خشنا تماما بحيث لايحد ثانزلاق ه تكون عند نا العلاقات 
التالية 
هع = رم 
(۸- 1۸( سو = ۵ = ہے 
تھ = یه = om‏ 
حيث 6 تمثل زا وة الد وران ٠‏ عند ثذ يمكن كتابة المعاد لة (۸ ۷ 1 ) علىالنحوالتالي 
۳ 1 
(11-4) ۴ = ملظ 
8 


متموض قيمة # المذ كورة اعلاه في المعادلة(15-4) تحصل على 
1 
مر و - © سدم هد = =X‏ 
عند حلها ل مگ نجد آن 
mg sin © . E sin 9‏ 
I + (Ka /2*(‏ ( رم 7) + 1۲ 
حیسث ر یمثل نصف‌قطر التد ويسم حول مركز الكتلة ۰ فالجسم اذ ن يتد حرج اسفل 
السطح بتعجيل خطي ثابت منمجیل زاوی ثاپت فقا للمعاد لة (۸- 1۸) فمشلاه 
2 
تعجيل اسطرانة منتظمة( س = يمك ) یساوی 
sin ©‏ ع وب و 
اسه - 2 1+8 
بينما الكرة المنتظمة ۱ 282/5 = × ) یساوی 
چ + ع 
فرضيات الطاقة Uonsiderations‏ 29 
يمكن استنباظ النتيجة السابقة ايضا من فرضیات الطاقة ۰ في مجال الجاذبيية 
المنتظم * الطاقةالكامنة 7 للجسم الصلد تساوى مجموع الطاقات الكامنة لجسيماته » 


)۷۲۰-۸( 





X= 








۲۸ 


ای ان 


ورم AE‏ = ( رقم يظ) 0 = ۲ 
حيث = هي المسافة العمودية من مركز الكتلة الى مستوى مرجمي ( اعتبا طسي ) ٠‏ 
الان اذا كانت القوى » باستثناء قرة الجاذبية » التي تؤثر على الجسم لاتنجز شغلا ه 
عند ثف تکون الحركة محافظة ومکننا كتابة 
E = constant‏ = ری 362 + 8 - ۲ + 2 

حيث 2 تمثل الطاقة الحركيسة 

وفي حالة الجسم الذ ى يتد حرج اسفل السطح المائله الشکل ۸ب ۱۱ ء 
لطاقة الحركية للحركة الانتقالية تساوی ‏ رونت وللحركة الد ورائنيةتساوى 
سے #1 ای ان معاد لة الطاقة تصبح 
BEF qq = E‏ + 2 ده پر 1 + ak,‏ 


ولکن ۸ × = ,© صلدة بیم<- = = اذن 


2 
E‏ = © ده وروت - كل 


مالیا بالنسبة للزمن :+ وتجميع الحد ود نحصل على 0 
Xp (3 + -3( - MEX omy sin © = 0‏ سم تل 


ماختصار العامل المشترك < ( طبعا علی فرض ان 0 ٭ × ) وحلها 

ل ومع نحصل على نفس‌النتيجة التي حصلنا علیپا سابفا باستخدام القوی والعزي * 
ˆ حد وث انسزلاق Ocourrenoe of Slipping‏ 

لنفرض الان ۰ الحالة التي يكون فيها التلاس مع السطح غير تام الخشونة اى ان 

هناك معاملا للاحتكاك الانزلاقي معينا بقداره مر ٠‏ فاذا حدث‌انزلاق يكون قد ار 


Buk, + کته‎ 


قوةالاحتكاك ۴ عندئذ كالاتي 


۲ ۸ ۵ 


cos 9 )7 -۸ (‏ هن مر = و لا < F = Frag‏ 
ومعاد لة الحركة الانتقالية (11-۸) تصبح - 


cos 4 (۷۲ -۸(‏ هو بر - © sin‏ قل = تلا 


ومعاد لة الحركة الد ورانية (1۷-۸ ) ه تكون 


mea cos © (Y۳ ۸)‏ در = Tag O‏ 
من المعادلة ( ۲۲-۸ ) نری مرة ثانية ان مركز الكتلة يتحرك بتعجيل ابست وهو 
g(sin 9 - JA 8 6( (YA)‏ = 
رفي القت نفسه یکون التعجيل الزا وی ثابتا : 
(۷۵-۸) 9 ع همك _ .9 قمع جنگ ے بن 
o ×‏ 


لنکامل هاتين المعاد لتين بالنسبة للزمن تا 4 على فرض ان الجسم ييسداً مسن 


السكونه أى عندما 0 t=‏ و0 0 م3 ,9-0 ۰ نحصل على 
۶( همه مر - 9 g(sin‏ = 
م 0/k‏ ۰68 و 


ويفقا لذ لك » النسبة بين الانطلاق الخطي والزاوی تكون ثابتة ه عندئذ یمکننا كتابة 


نع 0 - وم 


)۲۱ ۰+۸( 


حيسث 
k 2‏ 
م0 Sin 9 ۸۸ 09 9 com tan‏ 
(۷Y۸)‏ 3 _ 9 
Ala“ 008 %/K eg ۳ ۱ ١‏ 
ولكن س 2 لايمكن ان تكون اکر من وىءة + لذلك < لايمكن ان تكون اقل 


من واخد ٠‏ عند ما يكون هناك تد حرج فقط ( نقي ) ای في الحالة المحدده » تعطى 
من لب ھ = × » ای‌ان 


=1 


۲ ۸۹۹ 


عند حل المعادلة (۷۷-۸) للعامل بير مع ۱ ۶ ۲ هنجد ان قیست2 ۸ 


الحرجة تکون 
tan ۵‏ 5 لار 
(E) (۷۸ -۸(‏ ب ۳ خلج 


اذا كانت ۸4 اکبر من القدار المذ كور اعلاه ه عند ثذ يتد حرج الجسم بد ون انزلاق ه 
نمثلا »۱۵۱ ضعتكرة على سطح میلسه ۵؟ ”ستد حرج بد ون انزلاق على ان تکسون 
۸۵ اكبرمن ( سي +د)/45 صوة أو 2/7 
٩ - ۸‏ ) حركة جسم صلد تحت تأثير قوة دافعة 
Motion of a 21814 Body Under an Impulsive Foroe‏ 
في الفصل السابق اد خلا مفو م القوة الدافمةهه7801 Impulsive‏ التسي 
تواثر على جسيم ٠‏ وجد نا ان تأثير هذه القوة ء او الدفع ‏ هو احداث‌تغیر مفاجي* في 
سرعة الجسیم ۰ رفي هذا البند سوف نتوسع في مفهوم الدفع لحالة الحركة الصفا فحيسة 
الحركةالحرة Free Motion‏ 
- افرض ان جسما حر الحركة في مستو د سلط عليه د فع مثل ا 
علینا اخذ كل من الحركة الانتقالية والد ورانية وفقا للنظرية العامة التي بحثت في البنسد 
٠) ۷ ۸(‏ اولا ٠‏ الحركة الانتفالية تعطى پالعلاقة العامة التالية 
7 و 
اذا كانت نوية القوة ۳ دافمة » فنحصل على 
a AF,‏ ۳ 
اذ ن ينتج بسبب الد فح تغیر في سرعة مركز الكتلة مقداره 
AF = 73 )۷۹ -۸(‏ 
ثانيا ه د وران الجسم تتحكم فيه المعاد لة التالية 


TAY 


ويمكننا التكامل بالنسبة للزمن * للحصول على العلاقة التالية 
(AA)‏ ىه ہ1 = ۵۷ ۳ 
ونسمي التکامل*2 3 | بالدفع الد اني ٠‏ ولنمتخدم الرمز ل للاشارة اليسهء 
تأتير الد فع الد پراني عند ثذ » هو تخیر سرعة الجسم الزاوية با لبقد ار 

a )۸۱ -۸(‏ س A۸‏ 
واذا سلط الدفع الاولي "2 . على الجسم بحيثيكون خط تأثيره على بعد 1 من مركز 
الكتلة » فالعز م عندئذ يساوى 1-75 ووفقا لذ لك 


Tl = Pb (A۲۸) 
ويمكننا عند ئذ التعبير عن التغییر في السرعة الزاوية الناتجة عن الد فع كما يلي‎ . 
چ سه‎ (A۴ -۸( 


Ten 

والخلاصة ‏ تاثير الد فع على جسم صلد حر الحركة في حركة صفائحية هو (۱) احسداث 
تخیر مفاجي” في سرعة مركز الكتلة - التاثیر الانتقالي و (۲) احداث‌تخییر مفاجی" في 
سرعة الجسم الزاوية - التاثیر الد وراني ٠‏ 
الحركة القید ء Constrained Motion‏ 

اذا سلط دفع‌علی جسم غير حر الحركة ولکنسه قيد ليد ور حول محور ثابت لسهه 
نحتاج ان ناخذ بعین الاعتبار الشرط الد وراني فقط 8-1.اذن 

13 at = 1 = : ¬ 

في المعاد لة المذ كورة اعلاه ۵ 1 يمثل عز م القصور الذ اتي حول المجور الا 
للد وران » و ]2 هوالعسزم حول ذ لك المحور ٠‏ يفي هذه الحالة » الدغع الد وراني 


د الذى ينتج عن دفح اولي منفرد 2 يقعخط تائیره على مسافة © من محسسور 





TAA 


الد وران یعطی ایضا من 


بحيسثك 1 
(۸-۸) سود د سا ۵ 
یمثل التغیر في السرعة الزاية حول محر الد وران الثابت ٠‏ 
تاثیر عد ة د فوع أنية 
of Several Simultaneous 11222118‏ با ۳۴90 

اذا سلطت‌عد 2 دفوع مختلفة على جسم صلد في هت واحد » فمحصلة التغير في 
سرعة مركز الكتلة و لسرعة الزاوية للجسم تنتج من جمع الد فوع والعزوم كما يجب علىالتنا ليء 
أذن » نحصل على التاثير الانتقالي لعدد من الدفوع من الجمع‌الاتجاهي الفردى 
لپا» ای ان المعادلة(4- 74 ) تصبح 


و ون + + 1 ی 
(A -۸(‏ ی Den‏ 
مالتماثل » للتاثير الد وراني ‏ بعد تحور المعاد لة (۸- ۸۳) تحصل على 
N O E BE )۸1-۸(‏ 
621 


في حالة جسم حرکتسه .قيدة حول محور ثابت يوجد دفع ثانوى ناشی؛ عن رد فعسل 
الدفو ع وفقا للمعاد لات المذ كورة اعلاه ٠‏ 
أمثلة 
د فع مسلط على قضیب حرنته بحرة Applied to a Frees. Rod‏ 99 1۳091 
کنرضیح للنظر ية المذكورة اعلاةهة افرض ان قضييا ينؤلق بحرية على سطح 1 سي 
املس ٠‏ هد سلط دفح ۶ باتجاه عمود ى على طول القضيب چلی مسافة ا مز مركز 
| كتلته وكيا هو مبین في الشکل ( ۱۲۸) ۰ 


۱۸۹ 


e 2‏ سه 
١‏ 
1 


الشکل (۸- )١١‏ 
دفح مسلط على قضيب حرکته حره 
اذا كان القضيب في البداية ساكتا ه عند ثذ تكون معاد لتا الحركة الانتقاليية 
وا لد ورانية على التتالي س 0 
(۸۷-۸) كن 
(A^ —۸)‏ ۱ حك ے تا 
مصورة خاصة اذا كان القضيب منتظما وطوله پساوی 28 «عندف ‏ 7/5 شتتبيى1 
وفقا لذ لك - 
(۸- ۸۹( ۱ یف و - تما 


۰ ثير الدفع‎ a 
بهنما تعتمد السرعة الزا هة التي يكتسبمها الب الدفع المسلط» ونوی ایضاه‎ 
3 أن الطاقة الحركية النها ثية للقضيب هي‎ 

1م و م۰ نه یم 1 + وس ع 2 
ویاضح أن هذا يعتمد على النقطة التي یسلط فیپا الدفع ٠‏ 


1۹۰ 


س دفع مسلط على قضیب قید ليد بر حول محور ثاپت 
TIapulse Applied to a Rod Constrained to Rotate about‏ 


a Fixed Axis 
لنفرض بعد ذ لك الحالة التي يكون فيها القضيب نفسه مفيدً ليد ور حول محور‎ 


ثابت٠‏ افرض أن موضع | لمحور 6 في احد طرفي القضیب کما هو مين في الكل 
(۸- ۱۳) ۰ في هذه الحالة نجد أن معاد لة الحركة الد ورانهة تكون على النحوا لتا لي 
)٩۰-۸(‏ سىة = (۵ + ۶)۵ سال 


عند ثذ ه تما كان تم«( 4) 1 ه تحصل على 


رم ۱ لابقا م 
ررد 1 


0 کور سس م 





k> 


الشکل (۱۲-۸) 
دفع “2 مسلط على قضيب ید لید ور حول احد طرفیه ۰ 
۳ هورد فعل الدفع في المح ور 
للسرعة الزارية التي يكتسبها القضیب ۰ والان» لما كان القضیب يد ور حول النقطة 0 * 
فمرکز ا لكتلة يتحرك با نطلاق مقد اره 
او 


Teg 2 تا‎ 


ی و 
تلاحظان هذه لاتسا وى 5/8 ٠‏ هید پر هش اي متا لاد 


۲۹۱ 
العامة للحركة الانتقالية ء المعاد لة (۸- 71 )+ وفي الحقيقة ٠‏ لاييجد هناك 
تناقض ه لانسه يوجد دف ع آخر يعمل على القضيب في اليقت نفسه کدفع اولی ٠‏ وهذ | 
دفع رد الفصل هذا 20 ١‏ عندثف يكون الدفع الكلي المسلط على القضيب هو المجميع 
الاتجاهي ر + 2 ٠‏ وفقا لذ لك تكون السرعة التي یکسیها مركز الكتلة هي - 
و2 + 2 یب 


Tom 7 7 (۹۳ ~۸) 





ويمكتنا الان حساب‌قيمة 20 باستعمال قيمة وريت من المعاد لة (۸- ۲٩)۰آذن‏ 
a + b)( _ P + 20‏ 
2 5 


التي تمطي 0 
(4-2و) ا دنا 
للدفح الذ ى يكتسبه القضيب من المحور البقيد ۰ من قانون الفمل ورد الفمل يك سون 
ر۶ - الدفع الذى يسلطه القضيبعلى المحور في 0 ٠‏ 
علینا ملاحظة ان دفع رد الفعل يتلاشى اذا الحتيرت نقطة تاثير الدفع الاولسى 
كما يجب ٠‏ تسمى هذ ه النقطة بمركز الصدم ر0 1و ود٠‏ ٣مم‏ 2ه «ده+همه وشي حالة القضيب . 
المذ كور اعلاه تکون هذ ه النقطة بحيث 5 = ظ ۱ 
۱۸( تصاد م الاجسام الصلده of Rigid Bodies‏ م0۵1۵ 
في المسائل التي تتضمن تصادم اجسام صلد ه ممتدة ٠‏ القوى التي تواثر با الاجسام 
بعضها على بمض اثنا* التلامس تکون داثما متسامية وتعاكسه ۰ اذ ن تصم قبائين 
حفظ الزخم الخطي والزاوی ٠‏ ان مفهومي الدفع الد مراني والخطي سیساعدان لبا 
في مثل هذه المسائل ٠‏ 


٩ ۴‏ ۲ 
مان 
تصادم كرة قضیب 
افرض "مثلا " تصادم كرة كتلتها 2 بقضيب منتظم طوله 28 وکلتسه لا. 
ولنفرض ان القضيب في البداية كان ساکنا على سطح افقي املس » کالسابق وان نقطة 
التصادم على مسافة © من مركز القضیب كما هو مین في الشکل ( ۸ ۱ ) ۰ 
أن المعادلتين (۸۷-۸) و(۸- ۸۸) تعطیان حركة القضیب بعد التصادم بدلالة 
الدفم "2 الذی یکسبه القضیب من الكرة ٠‏ نعلم ایضا ان الدفع الذى تتسلمه الک رة 
كتتيجة للدفع هو “2 ٠‏ لذ لك يمكننا كتابة معاد لات الحركة الانتقالية كما يلي 





P= Ten )۱۵-۸(‏ 
(۱۱-۸) ( ۴ - ¥( - 
ی و كان تا 

1 
| 30 ۳ 
ا سروس 2 
الشكل (۸ )١‏ 
تصادم جسیم ضيب 


حيث ۲ تمثل سرعة مركز كتلة القضيب بعد التصادم» ‏ ر۲ السرعة الابتدائية للكرة 


۲۹۳ 


قبل التصادم» و ۲ السرعة النهائية للكرة٠‏ معاد لتا الحركة الا نية یتضمنان 
حفظ الزخم الخطي لان عند حذف 2 تحصل على 
ivy = HV + Tom )۹۷-۸(‏ 
لاجل حساب د وران القضیب بعد التصاد, 6 يمكننا استخدام قاعد ة حفظ الزخسم 
الزاوى ٠‏ ان الزخم الزاوى الابتدائي للكرة حول مركز الكتلة هو رئاط والزخم الز اوی 
النبائي هو 7اط ۰ والزخم الزاوى الابتدائي للقضيب يساوى صفرا والزخسم الزاوى 
)۸ ۹۸( مه یوج 1 + bry;‏ = م07 
ان معاد لتي الانتقالية والد ورا نية المذ كورتين اعلاه لاتعطيا لنا معلومات كافية 
لایجاد پومترات السرع للحركة النهائية »ای ۲ ه مت ه ت ٠‏ فلاجل حساب 
توازن الطاقة ۰ 
Flog ° + 4 )9۱-۸(‏ + ی + وک = و 
حيث © تمثل الخسارة في الطاقة۰ مطريقة اخری ٠‏ يمكننا استخدام معادلة مماسل 
الارتداد ۰ 
انطلاق الاقصراب راح 
انطلاق الابتعاد 
في المسألة تحت البحث » عند نا م۲ تساوى انطلاق الاقتراب ٠‏ 
لايجاد انطلاق الابتعاه » نحتاج معرفة انطلاق القضيب في نقطة التلامس ٠.وهذا‏ 
يعطي من مجميع الانطلاق الانتقالي لمرکز الكتلة والانطلاق الد وراني لتلك النقطة 
بالنسبة للمركز ٠‏ اذ ن انطلاق نقطة التلامس باشرة بعد التصادم هو اط + مت 


۲۹٩ € 


وفقا لذ لك یمکتنا كتابة سرعة الابتماد - مد ت + ہے 
اذن ۵ - تب + ہی۷ = ۲ > 
عند نا الان معاد لات كافية لحل الحركة النبائية ٠‏ چند تعهض 2/5 = 2ء 
تحصل على “رد بل و + &)(1 + € )م۲ 2 Tom‏ 
eA)‏ م۲ سك - و۲ - و۲ 

هلی القارى“ تحقيق هذه النتيجة r) -( ٠‏ ته 


تماريسن 





۰۱-۸ جد مركز كتلة كل مما يأتي (1 ) صفيحة رقيقة منتظمة شكلها ربع دائرة (ب) سلك 
دقيق حني بشكل ربح دائرة (ج) مخروط صلد دائرى قائم منتظم ارتفاعه ط (د ) 
المساحة المحددةبالقطعالمكافىء رط = × الستقيم 8 = ۲ (ه) الحجم 
المحدد بالقطع الیکافی» المجسم /(2+722*)-5 والمستوى « = » ٠‏ 

۰۲-۸ جد مركزكتلة ثمن قطع ناقص مجسم صلد منتظم اتصاف حوره 8 ه ۵ ٠‏ ه ٠‏ 

۰۳-۸ جد مركز كتلة نص فكرة صلده نصف‌قطرها 8 وكثافتها تتغير خطيا مع المسافة 
من المركز حيث تسا وى صفرا في المركز و ىلر خارجة ٠‏ 

5-4 ۰ كرة منتظمة صلد ه نصف‌قطرها ۾ تحتوى على جوف كروى نصف قطره ( 8 # ) 
ومركزه في نقطة تبعد ( = # ) من مركز ا لكرة ٠‏ جد مركز الكتلة ٠‏ 

۰۵-۸ ماهي المسافة التي يصلها رجل وزنه ” يصعد سلم طوله ۶ ويزه * 
قبل آن ينزلق ٠‏ اذا كان السلم يستند الى جدار قاعم خشن ؟ الزامة بيسن 


السسلم والارض تساوی ه ٠‏ افرضان معامل الاحتكاك ل/ هو 


۲٩ 


٠ 5 -۸‏ سلك منتظم حني على شكل نصف دائرة هلق على مسمار خشبي خشن ٠‏ فاذا كان 
الخط الواصل بين طرفي السلك يصنم زاية © معالافق ركان السلك على حافة 
الانزلاق ٠‏ فما هو معامل الاحتكاك بين السلك والمسمار ؟ 

۰۷-۸ نصفكرة صلده منتظمة تستند الى حائط عمودى وهي على حافة التوازن فاذ! 
كان الجزه المد ور لنصف الكرة في تماس مع الحائط والارض ومعامل الاحتكاك 
ار هو نفسه للحائط والارض ٠‏ جد الزاية بين الوجه المستوى لنصف الک رة 
والارض * 

۸- ۰۸ قشرة منتظمة بشكل نصفكرة تستند الى سطح خشن ماثل بزاية © وهي على 
حافة التوازن ٠‏ فاذا كان الجانب المد ور للقشرة یمس المستوی ومعامل الاحتكاك 
يساوى 4م ٠‏ جد ميلان القشرة ٠‏ 

۰٩-۸‏ اذا اثرت مجمهة القوی .7« ۰.:7) على جسم صلد كان (1) في حالة توازن 
انتقاليو (ب) في حالة توازن د وراني حول نقطة ما مثل 0 ٠‏ برهن أن مجمصة 
القوى هذ » تكون ايضا في حالة توازن د وراني حول ای نقطة اخرى مشل 0۳ ٠‏ 

۰۱۰-۸ ثبت ان عزوم القصور الذاتي لمتوازي مستطیلات صلد منتظمه قطع ناقص 
آسطواني4قطع ناقص,جسم + هي (2ه + گa)‏ 3 ,(گدب 2ج) 2 

(2ه+2ع)2) على التتالي 4 حيث « تمثل الكتلة و 22 ۶ 20 هي الاقطار 
الرئيسية للجسم الصلد وتكون عمودية على محور الد وران صمر المحور خلال المركز 
في كل حالة ٠‏ 

۰۱۱-۸ اثيت ان عسز م القصور الذاتي لثمن كرة صلد ة منتظمة نصف قطرها ج هو قد ج 
حول محور على طول احد حافاتسه المستقيمة ٠‏ حيث << تمثل كتلة‌الئسن 
(ملاحظة ‏ هذ ه نفسالعلاقة لكرة كتلتها س )ء 


۸ س۰۱۲ جد عزم القصور الذاتي لمخروط داثری قائم صلد منتظم كتلته دږ حول 


۲۹۹ 


المحور المرکزی ٠‏ 

۰۱۳-۸ جد عز م القصور الذاتي لصفيحة شكلها نصف داثرة حول محور يمر من مرکسسز 
الكتلة ومود ی على مستوی الصفيحة ٠‏ 

۱۲-۸ قضیب رفیع ۸8 طوله /) وکتلتسه " ربط جسم کتلتبه “ل في طرفه 8 ۰ 
جد ذ بذبة القضيب اذا كان يتأرجح كبند ول فيزيائي حول طرفه ۸ ٠‏ 

٠ ۸‏ صفيحة مربعة طول ضلمپسا ع تتذ بذ بكبند ول فيزيائي حول احدى زواياهنا » 
جد زمن | لذ بذبة ومركز ا نتذ بذ ب اذا كان محور الد وران ( آ ) عموديا على الصفيحة 
و (ب) في مستوى الصفيحة ٠‏ 

۰۱1-۸ أثبت‌ان زمن ذ بذ بة البند ول الفيزيائي تساوى 2 عليه 1 4 حرسث 
3 تمثل المسافة بين نقطة التملیق 0 ورکز التذيذب 07 ٠‏ 

٠ ١ ۷. ۸‏ كرة صلد ه منتظمة لف حولپا خيط رقيق لفات قليلة ٠‏ ناذا امسك طرف الخیط 
بصورة ثابتة ثم تركت الكرة لتسقط تحت تأثير الجاذبية الارضية “جد تعجيل مركز 
الكسرة ٠‏ 

۱۸-۸ ءرجلان يمسكان طرفي لوح خشبي منتظم طولسه ۶ كتلته 2 ٠‏ فاذا تسرك 
احد الرجلین طرفه بصورة مفاجشةه اثبت ان الحمل يببط عند الرجل الثانسي 
من 2/عم الى 4/عت . 

٠ لان كتلتاهما لا ,ر" ريطا بطرفي ود خفیف لایقبل المد اوالبسط‎ ٠٠۹ 
فاذا كان الو تد يمر على بكرة نمف‌قطرضا ع زم قصورها الذاتي 2 ۰ جد‎ 
٠ةرككبلا افرض أن ول < ود اهمل الاحتكاك في محور‎ ٠ تمجیل الثقلين‎ 

۲۰-۸ ۰اسطوانة داثرية قائمة منتظمة نصف قطرها 2 توازنت‌علی اسطوانة ثابتة خشنة 
تصف‌قطرها ١‏ ( 2 < ظ) بحيثكان محورا الاسطوانتین موازهس‌سین ٠‏ 


۳۷ 


فان | اقلق التوازن قلیلا »> جد النقطة التي تترك فيا الاسطوانة المتد حرجة 
الاسطوانة الثابتة ۰ 

۰۲۱.۸ قضیب طویل منتظمطول/ یقف عمود یا على ارض خشنة ٠‏ اذا اقلق | لقضیب قلیلا 
ومقط على الارض ( 1 ) جد المركبتين العمودية والانقية لرد فعل الارض كد وال 
للزاية ۵ بين القضيب والعمود في اية لحظة (ب) جد كذ لك الزارية الاي 
يبدأ فيها القضیب بالانزلاق وماهو الاتجاه الذى يحدث فيه الانزلاق ۰ افسرض 
ان ٤ر‏ هو معامل الاحتكاك بين القضيب والارض ۰ 

۸-.۲ #قذ فت كسرة في البداية بد ون د وران بانطلاق مت اعلی سطح مالسل 
خشن مهلانه © ومعامل احتكاكه 4 ٠‏ جد موضح‌الکرة كدالة للزمن ه 
وا حسب الموضع الذى تبدأ فيه الكرة د ورانسا نقيا ٠‏ افرض ان 4 اكببسسر 
من © حعه ۰ ۱ 

۰۲۳-۸ وضع قرس داثرى منتظم على سطح افقسي املس ٠‏ فاذا ضرب‌باتجاه مياسي 
في نقطسةعای محيطه 4 حول ايسة نقطسة سييدأ القرص بالد وران و 

۲-۸ ۰ صنع ند ول دقف غات( بلستي ) من 261:11 من لوح خش يي طوه گر 
وكتلته << ٠‏ وهو حر الحركة حول احد طرفيه 0 » وكان في البداية 
في حالسة المسكون بالدوضع الضمود ی ٠‏ اطلقتعليه قذيفةكتلتهبا ال 
بصورة انقيسة على مسافة ل من 0 ومکنت فيه ٠‏ اذا كائت مه 
تمشل .عة الهند ول الناتجة جد سرعة القذيفة ٠‏ 

م ۲۵ لوح خهبي متتظم تنظ كتلته = ومعلق من طرفه ۸ ٠‏ فاذاامسك 
ني البدايسة بحیث پسن.م زاهة *) مع الافق ثم ترك ليسقط ٠‏ عند سقوطسه 


۲۹۸ 


الى الموض الافقي یصطدم طرفه ظ بمساره ركان التصادم غير مرن مطلقا 
بحيث سکن اللوح مباشرة بعد التصادم ۰ احسب‌الدفعین اللذين یکتسبپسا 
الطرفان ۸ و 8 ٠‏ 


۰۲۱-۸ حل المسألة السابقةعلى فرض ان التصادم في ظ كان تام المروز 





۰۲۷-۸ قضيبان منتظمان 45 و 80 ماما الكتلة < والطول £ ريطا في 
النقطة 8 بملاسة ٠‏ كانت المنظوسة في البداية في حالسة سکون على 
سطح انقي املس » بحيث قعتالقاط ه ه ۶ ه 0 على خط 
مستقيم ٠‏ فاذا سلطالدفع 2 في النقطة ۸ باتجاءعبودى على 
القضيب ه جد الحركة الابتدائية للمنظومة ( ملاحظة ‏ اعزل القضییین ) ٠‏ 

۰۲۸-۸ حل المسألة السابقة للحالة التي يكون فيها القضيبسان في البداية 


متعامدين 9 


۲ ٩ 


الفصل التاسسسح 
حركة الجسم الصلسد العامة 
General Motion of a Rigid Body‏ 
في حالات حركة الجسم الصلد العامة فيتغير اتجاه مور الد وران ٠‏ فتکون 
الحالة هنا اكثر تعقيدا ٠‏ وني الحقيقة لا تكون الحركةبسيطة حتى نسي 
الجسم الذى لا توثر عليه قوی خارجية ٠‏ 
أ ۱ ) زخسم الجسم الصلد الزاوى * ضرب القصورات الذاتية 
Angular Monentun of a Rigid Body. Products of Inertia‏ 
لما كان للزخم الزاوی اهميسة كبيرة في دراسةدايناميك الاجسام الصلد ة 
کش[ باستنباط العلاقة العامة للزخم الزاوى للجسم الصلد ٠‏ الزخم 
الزاوی 2 لای منظوسة من الجسسیمات ه كما عرف في اليد ۲-۷ هه و 
x mV, (‏ 2( 2 در 
و سوفن هکمز اهتماشا » ني هذا الفصل ه على الخواص الاتجاهية للزخم 
السزاوی و علاقتسه بالمعاد لسة الاساسية للحركة الدورانية ۰ 


هف 
dt‏ 


N =‏ 
حیث # يشل المسزم المسلط ٠‏ و تسد شرحت الظروف التي تصح فيها 
المماد لسة السابقة في الغصل الفائت ٠‏ 


fo. 

يمكنا في هذه الحالسة تصور محاور مثبتسة في الجسم تکون نقطسسة 
اصلها © في النقطة الثايتسة ( الشكل ٠ ) ١15‏ 

وبالرجو الى البند ( هب 4 ) نعلمان السرعة و لاى جسيم دن 
مكونسات الجسم يمكن التعبير ها بالضرب الاتجاهي التالي 

5 003 = 
حیث س تمثل السرعة الزاوية للجسسم الصلند و 2 متجه موضع الجسم 
و وفقا لذ لك » یکسون الزخم الزاوی الكلي لجمیع الجسیمات كما يلي 
( ۱-۹ ) إل« ع نه) × رتیه 2 = 1 

دن 


محور الد وران سس« 


الشکل ( سه )١‏ : متجسه سسرعة جسسيم نموذ جي 5 في جسم صلد يدور 
حول محسور معسین معرف بمتجه السرعة الزاوية ته 

الان » رة .× للضرب الايجاهي الثلاقي [(یت ×ص)× و ]هي 

2 احا احم ج 

۲۰۱ ) 2چر “و لوکرد -( و2 5 ع [( 2 x (wx‏ 5 

و یمکن التحقسق من محتها بسهولة من سك محد د الضربالاتجاهي 
( وعلی الطالب ان يعتبر هذا کتمرین ) ٠‏ 

فبرکيسة ‏ × للزخم الزاوی تكون أذ ن 


2 ,2 8 
[ بت يعي مه - ولايعيه -(2 + و7) ۳ 4 2= ,1 


۳۰ 


( ۹س ۲۳ ) my‏ م ب وتان 
و هناك علاقات مماثلة للمرکیسات Py‏ ويآ 
لحساب الزخم الزاوی لجسم صلد متسد ه نستبدن المجسوع یتکاسل 
على الحجم » كالسابق ٠‏ و لند خل الاختصارات‌التاليسة : 
عزم التصور الذ اتي حول المحسور x=‏ 


هه( ۶ء + گو) 1 - یط( + ) 2 2 


د -2 سس وه + 2 يله = 


لا 
لا 


yy = 2 23 + 5-9005 = 1 2ه)‎ + x(a 
عسزم | لقصور الذ اتي حول المحور -ه‎ 

هه( + (x‏ ا = يسروّع + (x‏ ص = و1 

هه ب ] - = يسرويع < - yx xy‏ 
شرپ سود للتصور الذ اتي 

سه × | له سرع 2 - = و ax‏ 


اس 
۱ 
۳4 
إل 


بم 
1 
رس 
أ 


ضرب 2 لاقصور الذ اتي 
سة 55 1 - = يواوه 2- = ود = و1 
سیق ان جسینا هون القصورات ال ا لعشدد من الحالات الیسسیظ و 
في الفصل السایق ٠‏ و نحصل على ضرب القصورات الذ اتية بطريقة حساب 
ممائلة ٠‏ وياستخدام الرموز السابقة يمكننا التعبیر عن الزخم الزاوی كالاتي : 


ونا + مدل + لد = ب 


۳۰۲ 


م 
7 + (ی ےا + رسا ہے + سای )1 - 


(رتن 1 + ص1 + ون بير 


و وود + > “ر 


1 س .1۲ + رص 3 + ره‎ ( ))-٩( 
+ پت مود + و بیدا‎ 95 ۶ 

و یظهر أن متجه الزخم السزاوی 2 لا يكون دائما في نفس اتجاه محمور 
السد وران او متجه السرعة الزاوية س . 


اقل ةة 


الزاوى < . 
لما کان في هذه الحالة 0پ عله و نا نت عند ئف نحصل على 
KI,‏ + س پر + سے1 EE‏ 
صفرا ٠‏ عندئف توجد للزخم الزاوی 1 مركبةعمود ية على دب لذا 
لا يكون الزخسم الزاوى في نفس اتجاه محور الد وران ۰ 
نختار محاور مثبتة في القضیب كما هو مین في الشکل ( ٩ب‏ ۲ ) ١غدئدك‏ 
2 
شه Te eT‏ 
12 ا 
صفسر) ٠‏ ولما کان مسحور الدوران يقح ني المستوى-2ر فيركهات نه 
تکون كما يلي 


غ2 812 با = با 


u3 608 <‏ = لها 


فيتجه الزخنم السزاوی یکون آذن 





كيرا له نان 





٠ الركز‎ 


اذن يبقى 8 باتجاه 7 »كما هومبين في الشكل » ويسدور مسسع 
الجسم حول © ٠‏ (من السل التحقق من‌ان 3# ٨×‏ لای‌جنزه مسن 
القضيب یکون علی طول ¥ ٠)‏ وبصورةخاصة ه اذا كانت 90 => عند ین 
1 » ننه يوشران في نفسالاتجاء » ای في اتجاه‌المحور - . 
و غیر ذ لك یکونان باتجاهين ختلشین ۰ 
ا جنه زم القستيرات الد ا وشربتالقصتوزا تلذ اي آمایحست باه 
مستطيلة الش-كل كتلتها ظ وضلعاها 9:۵ لمحاور تفع نقطة اصلپاعلی 
احد زايا الصفيحةكنا هومين في الفسکل (8-5 ٠)‏ 





الشکل ١ - ٠.(‏ ) صفيحة مستطيلة الشکل 
من نتاشج الفصل الساپق ه عند نسا 


المعادلةالاخيرة نشجت من نظرية المحا ور المتعامدة ۰ وليا کان 0 < 2 
تتلاشسی ای‌ان 


0 يپ = ببس 1 


b a 22‏ 
8 
الم مر مو عومد | دده ول ده 





حيث هر تمشل کتلسة وحسدةالمساحة ۰ اضف‌الی ذلك ء لما کان 
مەم ع ظ 

1y = - + mab 
لغرب تن للقمسور الذاتي للصفيحة‎ 
Inertia Tensor الكميسة المتدة للقصو الذاتي‎ 
نري الان ان الخ اص الد ورانية للجسم الصلسد حول نقطة تتطلب صفا اوه‎ 
٠ ے1 لاجل وصفها بصورة كاملة‎ ۳ e من تسعكميات هي‎ 
و هناك امثلة اخسری كثيرة تتطلب صفوفا کپسنذه الكميات لوصف خاصية فيزيائية‎ 
28628078 و مثل هذ هالصفوف تسمی بالکمیات‌المتدة‎ ٠ في نقطة صف) كاملا‎ 
بدلالسة المصفف في البند ٩ب ۱۰ ۰ فالقاری؟ الحسن الاطلاع في رموز المصفوف‎ 
٠ يستحسن ان يقرأ هذا البند الان‎ 
Principal Axes of a Rigid 8087 محاور الجسم الصلد الرئيسية‎ ) ١ ۹ 
تبسط معاد لات الجسم الصلد الرياضية کثیرا اذ | استخد مت محا ور بحيث تتلاشی‎ 
الرئيسيةفي النقطة 0 نقطةاصل المحاور ۰ وبصورةخاصة الزخ م‎ 
الزاوى يبسح‎ 


۸ ۳ ۾ 
۰-٩ (‏ ) ۵ و1 + له یل + ے1 = ل 


JY ¥ 

عند استخدام المحای الرئيسية ٠‏ وفي هذه الحالة يقال عن عزوم 
القصيرات الذاتية الثلاث بعزم الجسم الرئيسية في النقطة 0. 

لنبحث مسالة ايجاد المحاور الرئيسية ۰ اولا اذا كان في الجسم 

نوم من التناظر » عندئذ بصورة اعتيادية يمكن اختيار محاور بالمعاية : 





۳۰ 


بحیث یکسون کل ضرب قصور ذاتي مکونسا من جزاین ستساین في القسسدار 
و متعاکسسین في الاتجاه و بذ لك یتلاشی * فمشلا جسم الصفيحة ا لس توة 
المتناظرة البينةفي الشکل ( 1-٩‏ ) له محاور رئيسية في النقطة 0 وهي 


المحاورالمبينة 9 ۷ 
م 


الشكل ( ٠-۹‏ ) صفيحة تناظرة مرضصة بحيث ضرب القصور الذاتي - زد 
یسساوی سفرا 

وعلی کل لیس من الضریری أن یکون الجسم متناظرا لكي یتلاشی ضسرب 
القصورات الذاتية ۰ فشلا افسرض صفيحة مستوة اعتباطية الش کل 
( الشكل ٠ ) ۰-٩‏ فاذا كان السستوی - د هوستوى الصفيحة 
عدف 0 = ۶ ویتلاشی كلمن ورب , بر فبالنسبةلاية قطةاصل 
معينة في مستوی الصفيحة » من السسپل الپرهنسة على تواجد محا وره و بصورة 
دائمية » بحيثيتلاشى التکامل سة د [ . ولتضيم هذا تلاحسظان 
التکاسل يغير اشارته‌عضد دوران المحصاير 02 بزاوسة ۱۰ هلان موضع 
لایخ تم بخ رسع الى الذى يليه كنا يق 





الشكل )۵--٩(‏ محاير دائرة 





۳۰۷ 


و فقا لذلك يجبان يتلاشى التامل لزايسة دورانيسة تقح بسين 
المفر و ۱۰" ٠‏ هذه الزاهةتمئؤف محاورا يتلاشى فيها ضر بالقص وا ت 
الذاتية + وهذه بالتعسريف » محاور زئيسي ٠‏ 

ويمكن ان نبرهن بطريقة مبائلة انه لاى جسم صلد تتواجد دام 
محاور رئيسسية في ايسة نقطة معينسة ٠‏ وسوف تشن طريقةعامة فلي 
البند ٠١15‏ لایجاه المحاور الرئيسية ٠‏ 

افرضان جسما يدور حول محور رئيسي مثل المحور -2 * عنه شسذ 


0 = په ص ده وده دنت وعلاقة الزخم الزاوی تبسط الى ج جد هو 


۸ 
Db = KI yw E‏ 
و في هذه الحالة يكون متجه النخم الزاوى موازيا لمتجه السرعة الزاوية 


هد 


اومحورالدوان ٠اذن‏ لدينا الحقيقة المهمةالتالية : اما ان يكون 1 

في نفساتجأه محو الد وران او لا يكون » ويعتمد ذ لك على ما اذا كان محور 
الدوران محرا رئيسيا او ليسرئيسيا 

Dynamic Balancing التسوازن الديناميكي‎ 

هناك تطبيق للقاعدة السابقة في حالة جبهاز داثر کد ولاب الموازئنة 
اوالمريحة ٠‏ يقح مركز الكتلة على محور الد وران اذا كان الجهاز نیازف سا 
استاتیکیا ٠‏ و لكي یتسوازن داینامیکیا یجب ان یکون محور الد وران محورا رئیسیا 
ايضا » بحيثيقعمتجسه الزخم السزاوی 2 على طول المحور عن د دوران 
الجسم ٠‏ وبالعكس » اذا لم يكن محر الد وران محورا رئيسيا فيغير متجه 
الزخم الزاوى اتجاهه لیرسم يخروطا عند دوران الجسم ٠‏ 

(الشكل 1-1 ) ولا كان و يساوى العزمالمسلط فعندثذ يجبان 
نون سنالك عن و ماق لس و اا هته بكرن مرو ينا عن احير 
فينتج عنه رد فعسل على الحوامسل 68صلتههت. اذ ن في حالة الد ولاب 


۳۰۸ 


غير المتسوازن ديناميكيا ه لد يكون هناك تذبذ ب عنیف و رجفة حتى لسو 
كان الدولاب رازا استاتيكيا ٠‏ 
ايجاد المحارر الرئيسيةعندما يكون احدهما معلوسا 

في حالاتكثيرة قد یکسون لجسم ما نوع من التناظر بحيث يمكن ايجساد 
محو رئيسيا واحد له على الاقل بالمعاينة ٠‏ فاذا كانت هذه الحالسة 
فعند ثذ يمكن ایجاد المحورين الرئيسسيين الاخرين كما يلي : 

افرضان المحور -= معروف کمحور رئيسي في نقطسة اصل محا ورملائمة * 





الشكل 0 ٠ ) 1-٩‏ مروحة دائرة * پرسم متجه الزخم الزا وی ۳3 مخروط سا 
حول محور الد وران عندما تكون المروحة غير متوازنسة ديناميكيا ٠‏ 
اعرف 


0 = ود = ہے 


ای ان المحورين الرئيسيين الاخرين يجبان يقعا في السسستوی سرد . 
واذا كان الجسم يدور حول احد المحوريين الرئيسسيين اوالاخر » یکسسسون 
اتجاه دب الرس السزاوی في تفس‌اتجاه سه السرعة ارا و بسذ نه 
يمكننا كتابة ET‏ ر1 

حيث ر2 یل احسد العزمین الرئيسيين للقصو الذاتي في السوال ٠‏ 
ويمكن كتابة المعادلة: السابقة بدلالة المركباتعلى النحوالتالي : 


ونه پا نب ان بو لد 


۲-٩ (‏ ) ».1 + ں1 = تم 1 


و لنفرضان ۵ تمثل الزاوية بين المحور -× واليحو الرئيسسي 


2 
9 ها (پی - (yy‏ = (1 - 0 22 )1 
ومنها پیکسن ايجاد © . في هذا التطبیسق 4 یستحسن استخدام التطابقة 


tan 20 = 2 tan 9/)1 - tan 9( الثلثية‎ 
والتي تعطي‎ 

2 1 

موه > ييه 


و هناك قیمتان الزاويسة 0 ی و 02 وهما تستفيان 
المعادلةالسايقة 6 و هاتا ن القيمتان تعينان اتجاهي المحوین الرئيسيين في 
مشسال 
جك اتجاهات الحاو الرئيسية في مستوی ضفيحة متوازية الاضسلاع 
لول ضلميها هوط في وزاية ٠‏ 
من مثالنا السابق 0 مقال (؟) پند ۱-٩‏ نوى ان 


۳1° 


3ab‏ (4 رطهه)2- 


tan 20 = [0 
(nb/3)-(ma/5) 282 - «( 





او 


2(4 - «( 


ا tan‏ ۸ ب 0 


٣-۹‏ ۰ الطاقة الحركية الدورانية لجسم صلسد 
Rotational. Kinetie nergy of a 1164 Body‏ 

زايسة ت . وکیا في حسابنا للزخم الزاوى » نحصل على السرعة ,۲ لجسيم. 

نموذ جي 41“ وهي x Fy‏ 7 7 

حيث .2 يمثل متجه موضع الجسیم بالنسبة الى النقطةالثابتة ٠‏ ان 

نحصل على الطاقة الحركية £ من المجميع ۰ 

دا Tea Fa]‏ 
ویکتنا في الضرب العسددی الثلائي استبدال علاسة الضرب العسدهی 

(806) بعلامة الضرب‌الاتجاهي (وع۵0) . ( انظر البند )١ 5-5١‏ ۰ ادن 

£ "8 2 0. × مع < [(1” يه‎ ٠ 2 (F4 ۶ M4) ) ۹-۹ ( 

ولكن (ړآړه × ,) = يمثل من التعريف » الزخم الزاوی :2 . لس لك 

1 

يمكننا كتابة 

)٠١-94(‏ بر ننه م ع 
والمعادلةالسايقة تعطي الطاقة الحركية الد وانيسة لجسم صلد 

بدلالة السيعة الزاية نت والزخم الزاوى ل. وهي نظخسيرةالمعاد«لة 


۳۲۱ 


۰ ل = 2 للطاقة الحركية الانتقالية لجسم اومنظسصمة 
حيث ۲ تمثل سوعة مركز الكتلة و ۶ الزخم الخطي ٠‏ والطاقسة الحرکيسة 
الكلية لحركة جسم الانتقالية و الد ورانية هي المجسوع 

۳7 + برض 
و پالتعپیر عن الضرب‌العسددی 1. س بصورة واضحة بد لالسة المرکیسات 
يمكننا كتابة 
(۱۱-۹) تم + ده + )چ = 1 سا 3 = 2 
للطاقة الحركية الديرانية ٠‏ وبالاضافةالی ذلك ۵ يمكننا التعبیر عن الزخسسم 
الزاوی بدلالة مركبات نم وصزم القصو الذاتي وضرب القصو رات الذاتيية 
للحصول على ۰ 


+ ين ي1 + ده بو + نب ےے1) ۸ = اآ۔ نه ‡ = 2 


x JIY 5‏ 
( 1۲-۹( ( تە رده وا2 + نے ص ے21 + ونه ند 21 


قة الحركية الد ورانية ٠‏ واذا استخدمنا المحاور الرئيسية ه تتلاشسى 
الحدود التي تحتوى على ضرب القصوات الذاتية و نحصل على العلاقة 


البسيطةالتالية : 
(۱۳-۹( ( ےا + و “پا + کی = 2 
مشال 


جد الطاقة الحركية الد ورانية لقضيب رفینم طولسه 6 هيد 
الد وران حول محور يمر من المركز و یصنع زاوة )> مح‌القضیب ه كما فضي 
الشكل ( ۹د !۲ ) ۰ 


۳۱ 


باختیسار المحساور المينضة ه تکسون السسيعة الزا وة 
5 © هه 
۵4 ووو EO‏ + عت FAIR‏ م نه 
ويفا لس لك و لما كانت المحاور عبسارة عن محساور رئوسسية فيكون عند نا 
2 
8 


و ۸ ۹ 
12 


و شہ ۰ 
دت سک » :1, له ‡ = ٩‏ 
24 


م ھە 


للطاقسة الد ورا نيسة للقضیب 
4-1 ) عزم القصسو الذاتي لجسم صلنه حول محو اعتبساطي ٠‏ اليجسم 
of Inertia ef a Rigid 508۲ about an Arbitrary‏ 110۳626 
Axis. Fhe Kemental 0‏ 
لنستخدم التعريف الاساسي 
Im 2 RyRy‏ 


لایجاد عزم القصو الذاتي لجسم صلسد حول اى محور * في الملاقة 


السسابقة ,8 يمثل المسافة العموديسة بين الجسم يه والمحير كسا هسو 
بين في الشکل ۷-٩‏ 3 








YE 


لنفرض! تنا 0 أاتجساه 98 ور الب ورأ ن بالوحد ة المتجهة 05 © سس ل 


مس 


4 . 8 
مت < 7 + ود ساي 


یشل متجه الموضع للجسم و * وفضسلا عن ذلك ه لنفرضان به وهم ء 
eos 3‏ ۰ ¥ وهم هي اتجاهسات جیسوب تمام المصو ه اي أن 


طلم 
A 4 4‏ 
j 668/3 + < ۵۵5 j‏ + به cos‏ 1 ع 2 
عند ثل تحسل 
2 سميج 35 
8(7 60۵ رو س | همه ۲4) = اد دید |= Rî‏ 
2( ۵ وهه 7 - ۸ هوه ي><) + ( ¥ 8 XK‏ = ۵ 6۵8 54 ) 
وعند ترتيب الحسد ود مرة اخری + تنجد ان 


2 e 4 + 22) عم 2ومه‎ + 536 + 2 047/5 + (x? + 2273006 م‎ 
- 27 وه‎ 86 ¥ eos /٩ = 25X4 608 ۵ o08 1 


۸ 8 ك0 G08‏ امرحم - 
ويمكن التعبیر عن عزم القصور الذاتي وه Is‏ ان ن كما يلي 


2 


2 2 
3 و ۲ وهه و21 + ۸ 98 و1 + / “همه يبآ + 6 پ1 = 1 


}1 1( كر 608 عه 609 م25 + J‏ ۰0۵ > 8 میم 21 + 


القصوات الذاتيسة و تختصر الملاقسة الى علاقسة بسيطة هي 


؟ ۳۱ 


SE c08 پرا + عم‎ c08 4 +1 co ¥ )۱۵ ٩ ( 
نگ اال‎ 
اتطارها‎ 


الیحور 


1 





الشكل ٠ ) ۸ -٩(‏ صفيحة مستطيلة الشسکل تد ور حول القسر ٠‏ 

(1) نقطةالاصل في المركز ‏ (ب) نقطة الاصل في الزاوية 

اولا - لنختر نقطة الاصل في مركز الصفيحة والمحاور كما هو بين في 
الشکل ( ٠ )(۸ -٩‏ وواضح من التناظر انها تمثل محاور رئيسسية ٠‏ فساذا 
كانت 8 و < هي اضلاعالصفيحة وكتلتها سم ١‏ فعندئذ تكونالعزوم 
الرئيسية في المركز هي : 


۳1 


واتجاهات‌جیسوب‌تمام القطر و هي : 
e‏ ۳ ۵ 68© 
نز 2ج + ھ) 
»= 00۵6 
رم + #م) 


eos ۲ - ۵ 





ناذا عرضت هذ القيم في المعاه لسة )٠١ -۹١(‏ تحصل على 


1 6G men mak 





aps 


( )6 («بگھ)12 ( )12 
و تطريقة ثانية ١‏ افرض|اننا اخترنا السعسایر على طول حافتي الصفيحسة 
كما هو بین في الشكل ( ٩ب‏ ۸ (ب) ٠‏ هذه ليست محاو رتپسسسية ۰ 
و لن سبق ان استنبطتا العلاقة للسزيم وضرب القصواتالذ اتية في المثال ۳ 
البند (۱-1) ۰ اتجاهات الجیوب تبام القطر هي نفمسها كالسابق ٠‏ اذن - 
باستخدام المعادلة ( ۹-ع۱) 








(-یطقش لحد .ز اب ع ب ره )ا طق ے 1 
١‏ اجه 4 + 5 RT‏ 5 
mab‏ 5 
( ٣ط‏ + گھ)6 


fhe Korantal. EJ” “psold 5ه ) الجسم الناقصللمزم‎ ( 


F۹ 
: پالطريقسة ألتأ لیسسة‎ 
2 افرض محور د ورا ن اعتباطي حول نقطسة معيشة 0 ء لنعرف التقطسة‎ 
على مور السد وأن بحيث تكون المسافة 02 تسسأ وى عد د یا مقلوب | لج سةر‎ 
۰ التوبيحي لعزم القصو الذاتي حول المحور‎ 


OP = 





VI. 


الان لنفرض ان & و و2 هي احدائیات النقطة P‏ © و یتیس برض 
ان ۰/3۰۵ ۲ هي اتجاهات زايا السستقيم 02 ٠عندئف‏ نحصل على : 


۳۹ 





608 0 = = 2 JD 
OP 

0608/8 ± سسا‎ = /1 
OF 


cos f = = 5 "1 
OP 





ناذا عرضنا هذه القيم لاتجاهات جيوب التمام في العلاقسة العامة لمزم 


2 2 2 
يس 221 2 + وه 27 + و1 2 + مب 2 + xX Ty‏ 


2xyIyy 1 eC 1‏ + 
المعادلةالسابقة تمثل معادلة سطح ه الشكل ( 11 ) ٠‏ فهي تعر فالمحل 
الهندسي للنقاط 2 عندما يتغير اتجاه المحور 02. ولما كانت من الدرجسة 

الثا نيسة لذ لك فهي تمثل المعادلة العامة لسطح ثلائي الابعاد ٠‏ ولما كأن 1 


الشکل )٩-- ٩۱‏ ۰ شحن محسم ناقص للعز.. 
f fe‏ 

اليساقة ط0 تساوی الى بقل وب 

الجذر التربيعي لعزم القصو الذاتي 

حول الیحور ٠‏ 8 





۳۷ 


لا یمکن أن یسا وی صفسوا لای چسسم متسد 6 فا لسسطح مهس ول ۶ أذ ن یجسپ‌ان 
یکسون مجسسما تاقسا ° ۵ذه‌دوندته ه ویسسمی پا لمجسسم الناقص للسزم لچسم 


في النقعلسة ۰۵ 

اذا کانت‌الیحاور هي محساور رئيسسية ٠‏ فمعادلة المجسسم التاقص للعسزم 
مسج 
)١#.35(‏ 1 س ا + ° + 2 


ادن تتطايسق المحاور الوئيسسية للجسسم مع المحا رر الرئيسية للمجسم الناقسص 
للسزم ٠‏ ولما كان هنساك دائما ما لا يقسل عن ثلائسة ماو رئيسسية لسسكل 
مجسسم نأقص 6 ینسح أن يتسواجسد دائمسا ما لا یقسل عن ثسلائة محا ور رئيسسية 
لجسسم في نقطسة معيسة ه 
النقطة 0 ١‏ فالمجسم الناقص للعسزم يكسون كسرة وينتسج عن ن لك أن عزما لقصور 
مشال 

جد معاد لسة المجسسم الناقص للمزم لصفيحة مستطينة الشکل ضلعاها 
۵ وط لمحاير نقطه اصلها في البرکز ٠‏ 

من مثالنا السایق قسسي البپنسد ۱۱--1) الذى وجد نا فيه عزم القصسور 


حول محسور الجسم يس ساوى صفرا » ويتحسسول 
الجسم الناقص الى اسطيانة ء 


۳۱۸ 


الذاتي » نحصل «باشرة على 





د ۔ ری هتم + مهار + رهم 2 
لمعاه لة البجسم الناقص للعزم ۰ نلاحظ ان الاقطار الرئيسسية للمچسسم 
الناقص‌هي پالنسب التالية : 
p2) 1‏ + )2 : حي ۽ +9 
فشلا اذا كانت 2 = ۵/0 فالنسب‌هي ۹5۹۰(« 1 2۰ 
اذا يقابل القطر الطهل للمجسم الناقس للعسزم محر الصفيحة الطهيل 
الیجسم موضح في الشکل ۱۱ )٠١‏ 


الفكل ( ۰-٩‏ ۱۰) المجسم الناقص للعزم لتیازی مستطیلات 
٩سا)‏ معادلات اپلر لحركة الجسم الملد ٠‏ 


Euler's Bquations ef Motion of a Rigid Body 


۳۱۹ 


افرض للمعاد لة الاساسية التي تتحکم في د وران جسم صلد تحت تاثير العؤم 
3 
at‏ 
فاذا كانتالمحاور هي محاور رئيسية للجسم يمكن التعبير عن 1 
بالعبارة البسيطة التالية 


مس 
N =‏ 


T = 4T + j1 رنه‎ + KI, و‎ 


JY ¥‏ 
حمث ہے پا و1 تمثلعزىم القصرر الذاتي الرئيسية للجسم في 
نقطة اصل المحایر ٠‏ ولاجل ان تبقىالصيغة للزخسم الزاوی الانفسة الذ کر 
صحيحة عمد د وران الجسم ه يجب ان تد و المحاور ايضا معا لجسسم ۰ 
او دوب مس نیاو ۰ ( هناك استئناء ۰ اذا 
الناقصللعزم دوانیا ء فعندثذ لا حاجة ا 
الجسم لكي تون محا ور رئيسية ۰ وسوف ناخذ هذه الحالة بنظطر 
الاتبارني البشه ٠)8-1(‏ 

ها لنظرية المحاور الداشرة التي استئبطت في الفصل الخضاس ء 

يخطي معدل التغيير الزمني لمتجه الزخم الزاوى المنسوب للمحایر الداسرة 
عند کف بالعلاقة التالية : 


ده 
XX ZF‏ 


E‏ بر لگ 
dt‏ 
اذن ۰ معاد لة الحركة با لمحاور الدائرة هي : 
YF = TD +x )۱۸ — ۹ )‏ 


م 


وتصبسح المعادلة المذ كورة اعلاه بد لالسة المركبات الديكارتيه على النحرالتالي : 


نر چ نه 5 
)۱٩-۹ (‏ 2 1 عدا 
و( × مه ) + با = N‏ 
ب( » مه ) + Ny = Ty‏ 


دص (I,‏ ود نه + ہے = يلا 


٠ 


59 5 )١-5( 
)و1 - با ينهي نه + پ پا = ولا‎ 
(چے ¬ وا سے نه + پر ۵ یویر = ے8‎ 


وتعرف هذه بمعادلات اويلر لحركة الجس, الصلد * وهي لها أهميسسة 
اساسية في نظرية د وران الاجسام الصلسد ة الممتدة ٠‏ 
جسم قید الد وران حول محسور ثابت 
Body Constrained to Rotate about © Fixed Axis ۱‏ 
كتطبيسق لمعادلات املسر + لنفرض الحالسة الخاصة لجسم صلد قيسسد 
د ورانسه حول محور ثابت بسيعة زاهة ثابتة ٠‏ عند ثذ 


ا لد سا ناه في 


x 

و تبسط معاد لات أويلر عند ئذ الى 
وآ - چ 2) وندي ده = Ny‏ 
شوش (وو1 ¬ ہےا) رده = ارلا 


يآ - (yy‏ ير ر مه كل 


هذه تمطي مرکبات العزم التي يؤثر بها المسند القيسد على الجسم ٠‏ 


وبصورة خاصة ۵ اذا کان محور الد وران محورأ رئیسیا فعند کل يكون اثنان 


۳۱ 


من برکبات ت الشلاث یساوان صفرا ٠‏ و فقا لذ لك تتلاشى جمیح‌البرکیسات 
الشلاث للسزم 5 ٠‏ وهذا يتفق مع‌الصی السابق الخاصة بالتوازن‌الديناميکي 
في البنسد ( ۲-٩‏ ) ۰ 
فال 

احسب‌السزم الذ ی يجب ان یسلط علی قضيب رفيع لكي يدير بانطلاق 
زاوی ثابت ده حول محسور يمسر من البرک ز ویصنع زاهه »۵ مع‌القضیب‌کس | 
في المشال (۲) بند (1-15) ٠‏ 

باستخدام نتاشج المثال المشار اليه » نجد ان مصادلات اولر تعطي 
مركيسات لعن كالاتي : 





2 


2 
a @ sin ۵ 6۵8 ۵ ( -ه‎ 0 


اذ ن يتلاشى العنى عند مايتلاشى الجيب!والجيب التما, ءاىعندما تكون يم 
تساوى صفرا او ۰۳۹۰ 
و في الحالتسين يد ور القضیب حول محر اساسي 9 
٩‏ .۷ ) الد وران الحر لجسم صلسد عندما لا تواثر عليه قوى الوصف الهند سسي 
للحركسة 
Free Rotation of a Rigid Body Under no Forces.‏ 
Geometric 2686128162 Of the Motion.‏ 
لنفرضش حالسة الجسم الصلد الذى يدير بحرية في ای اتجباه کان 
حول نقطة معيسة مثل ۰۵ ولا توجد هناك عسزوم تووثر على الجسم ۰ هذه 


۳ 


على محير املس ٠‏ ومشال آخر هو جسم صلسد يتحرك بحريسة ولا تواثر علیسه 
شوی او السقوط الحر في مجال جاذبيسة منتظم بحيثلا توجسه عزوم 
النقطة 0 في هذه الحالة هي مركزالكتلة ۰ 

عند ما يكون العسزم صفرا ه فالزخسم الزا وی للجسم ۵ کہا یری من الخابج 
يجب ان بیقی ثابتسا في الاتجاه والضدار فقا لقانسون حفظالزخم الزاوى 
العام ٠‏ ولكن بالنسبة لمحاور داشرة مثبتة في الجسم + قد یتضیر متجسه 
الزخم الزاوى في الاتجاه و لو ان قداره يجب‌ان ييقى ثابتا ٠‏ ويمكن التعسبير 
عن هذ هالحقيقة بالمعادلة التالية 
TD. TB = const. ) Y۹ (‏ 
وبدلالة المركات المنسوة الى المحاو الرئيسية للجسم تسبح المعاد لسة 
المابقة كالاتي ؛ 
e +‏ + دنه : 


» وكنها يجب أن تبقى دائسا 


(94-؟١) «l= constant‏ دنه 1 
مستوفية للمعادلة المذ کسورة اعلاه ۰ 





الشکل ۱۱-۲۹۱ ) تقاء مجسمین الناقصین لجسم علد ید وربحرية فیپما دو ثابتتان e‏ 


YY 


ونحصل على علاقسة ثابتة عنسد اخسف الطاقة الحركية للد وران بنظر الاعتبار ٠‏ 
مسرة‌اخسری 3 لما كان السزم يساوي عفرا ۵ فا لطاقة الحركية للسسد وا ن 
الكلية يجب أن تبقى ثابتسة ٠‏ هذه قد يعبر عنپا كما يلي : 


constant (T4)‏ = 2£ = رز ل 


اوما یکافی* ذلك بدلالة المرکہاے ه ای 


2 2- 2 
2f= constant ) ۲۵ ۹ (‏ = و ے1 + ونه پ1 + ا 


نرى الان ان مركبسات تت يجبان تستوفی في آن واحسد معاد لتسسین 
مختلفتسين تعبران عن ثهسوت الطاقسة الحركيسة و قدار الزخم الزاوى هالبعادلتان 
( ۹ ۲۳ )و ( ۹ ٠ )۲١‏ هاتان هما معادلتا المجسمین الناقصین‌اللذین 
محا ررعما الرئيسية تتطابسق مع المحا ور | لرئيسسية للجسسم ٠‏ المجسمالاول 6 
الدساد .2 ( ۲۲-۱) 6 تسب اقطاره | لرئيسية هي ل“ وله دول 





xx 1‏ 
الجسم الثاني» المعادلة ( ۹ہ ۲۵) 6 : ب اقطساره الرئيس سس سية 
هي يه : 1 : بحا 


و هذا يعرف بمجسم پوانسوت الناقص 611158014 2012808و هو مماثل للمجسم 
الناتی‌للمزم ٠‏ عنسد د وران الجسم يرسم نهايه متّجه السسرعة الزاهيسسة 
منحنيا هفسوتقا شيع المجسسيون الناقصسين * وهذا مرضم فيالشكل »)1١١-1(‏ 

من معاد لتي تقاطع المجسمين الناقسين » المعادلتان (۹- ۲۳ ) و 
( 14 ۲۶) » يكن البرهنة في الحالة التي يتطابق فيا محو السسسد يران 
الابتدائي معاحد المحاو الرئيسية للجسم ‏ عندئذ يتقلص منحني التقاطسح 
الى نقطة ٠‏ وبعبارة أخرى یتلاس اليجسمان الناقصان في قطر رئيسسي ء 
ويد ور الجسسم پسورة مستقرة حول هذا المحور ٠‏ ولكن هذا يكون سحيحا 
فقط عند سا يكسون السد ورا ن الابتداشي حول المحورالذ ى عسزم قصوره السذاشي 


؟ ۲ ۲ 


في نهايتهالعظمى اوالصفری ٠‏ واذا كان حول المحور المتوسط؛ كاليحسيور 
سو حيث 1 < پآ < بر عندئذ تقاط المجسمین لا یکون نقطلسة 4 
و لکنسه منحن يد ور كليا حولهيا + كما هوموضح في الشکل ( ۹--۱۲) ٠‏ وفسي 
هذه الحالة يكون الد وران قلقا لان محور الد وران یطف حول الجسم ۰ 
ويمكن توضیح هذه الحقاشق بسسپولة و ذ لك بقذف قطعسة مسسسبتطيلسة 
اوكتاب‌في الهسوا* ٠‏ 





3 ۴ 
)1( 
غيو منوا زن متوازن 
eg‏ 
Z‏ 
(ب) ۲ 
5 متوازن 
سم ني 
[ی) 2 
X‏ 
الشكل ( ۱۲٩‏ 
لشكل ( ( ۳5 


مجسمان جسم صلسد حر الد وران حول محر فیہا 1,1 

ثوابت ٠‏ قصو المز م الذاتي في () اصغر (ب ) اعظم (ج ) توسسط 
مخروطا الفضاء و الجسم Body and Space Cones‏ 

ترسم مخروطا في المحاور الداثرة المثبتة في الجسم ٠‏ ویسسمی هذا المخسروط 
پیخروط الجسم الثابت ههه 3ه ×د۴- وهه كذ لك بالنسبة فلمحا ور المثبتة في 


۳ ۲ ۵ 


اافضاء + السرعة الزاية تطیف 22606888688 حول متجه‌الزخم الزاوى 
الطبت. ل وکذ لك يكن وصف‌هذا الطیاف‌بقولناان 2 ترس مخروط ا 
حول E‏ » هذا المخروط یسسی بمخروط الفضاء الثابت cone‏ 800-۳4760 
يسين محور الد وران ...في اية لحظة من اتجاه 20 ١‏ فالحركة الحقيقية للجسم 
أن تشل بتدحسيج مخروط الجسم على مخروط الفضا* ٠‏ ويمشل خط 
التلاس الاني اتجاءه نت ٠‏ وقسد وضحت هذه الحالة في الشكل (1 ٠ )١5‏ 

وفي الحالة العامة يكون مقطا بخروطي الفضاء والجسم قطما ناقسا 

اا اذا كان للجسم محور تناظر » فعند ثذيكونان مخروطين دائريين قائمين ٠‏ 


"> مخروط الفضاء 
الثا بت 





الشكل ( ۹ ۱۳) بخروطا الچسیم والفضاء 0 
(A—‏ الد وران الجر لجسم صلسد له محور تناظر ٠‏ المعالجة التحليليسة 
Free Rotation of a Rigid Body with an Axis of‏ 
Symmetry. Analytical ۰‏ 
ولوان الوصف‌الپند سي لحركة الجسم الصلد الذ ى اعطي في البند الساپق 
يساعد على تور الد يران الحر غير الخاضم لتاثير العزوم و لكن هذه الطريقة 


۳3 


لا تعطي قيم عددية بصورة باشرة ٠‏ وسنستمرالان لفهم هذا ال وصف 
بالطرق التحليلية التي تمتسد على تكامل معادلات اويلر المباشر ٠‏ 
سوف نحل معاد لات اويلر للحالة الخاصة التي يكون فیپا للجبسسم 
محر تناظر 4 بحيث يتسا وى اثنان من عزوم القصور الذاتي الثلائة ( في الخيقة 
ان ذلك یتطلب‌ان يكون للمجسم الناقص للعزم محور تناظر و ليس للجسم نفسه) * 
لنختر البحير -ء كمحر للتناخاسر ولندخل الرسوز التالية 


(عزم القصور الذ اتي حول محور التناظر ) رو 1 
الان رل اتجفای الى ةغل حرط ) eee.‏ 
للحالة التي یکسون فيها الصزم مارا للصفر تصبسح معادلاتاویلر كما يلي : 
0 = (1 - و۲) پر رس + ت 1 

(I - Ig) = 0 (1۹ (‏ وتي د + رنه 1 
10م e‏ 


ویشج من المعاد لة الاخيرة أن 
constant )( ۲۷۹ (‏ ع WwW‏ 


)۹ ۲۸) کے 0 


عند ثذ یمکن كتابة المعادلتين الاولى والثانية من ( )١14‏ على النحوالتالي 
( ۲۹-۹( 0 ع دت لك + ے د 


( ۳۰-۹( 0 = رت ال - ان 


TTY 


لفرز المتغيرات في المعاد لتسين المذکورتسین اعلاه ء تفاضل الاولى بالنسبة 
للزمق K+‏ لنحصل على 


0 = ونه اك + ے لد 


وعند حلها للتغضير لت وتعريض النتيجة في المعادلة(1 ۲۰)نجدان 


(۳۱-۹() 0 رص 2 + ي ف 
هذه هي معاد لة الحركة التوانقية البسسيطة ٠‏ و حلپا هو 
(T~)‏ (* 4 ) همه دنه = ے س 


حيث رده تمثل ثابت التکامل ٠‏ لكي نجند پ دت تغاضل المعادلة السابقة 
بالنسبة للزسن ٩‏ ثم نعوض|النتيجة في المعادلة ( )۲٩-۹‏ «ویمکننسا 
عند ئف حلپسا للتیر ج تت للحصول على 
۱ ۳۳) (* 5۱) هذه رده » روص 
يله وي ند یتضیران توافقیا مع الزمن بترده زاوی اک هويختلفان في 
الطير بخدار 7/2 ٠‏ لذايرسم سقط ته على المستوى -چد 
داثرة نصفقطرها رت في التردى الزاوى (گ ٠‏ 

ويكننا تلخیسص النتاشج السسابقة كا يلي : في الدوران الحسر 
لجسم صللسد فيسه مجور تناظسر ه يرصم متجه السيعة الزايهة حركة 
مخروطية ( طواف ) حول محر التناظسر ٠‏ والتردد الزاوى لهذا الطواف 
هوالثابت لك الذى عرف في المعادلة ٠ )١81(‏ لنفرض ان 2 تمشل 
الزامةبين محو التناظر (المحير -# ) ومحور السد وان (اتجاه 2) 
كمسا هو موضح في الشكل )١5-1(‏ عندثذ يمكتنا تمثيل 1ك كما يلي 


) ۲6 ( 


اذن 


+ 


> همه نه (2 - گت ) = 4 


۳۲ ۸ 


و هذا يعطي المعدل الزمني لطواف متجه السرعة الزاية حول محور التناظسره 





الشكل )۱--٩(‏ متجپاتالسرعة الزاية لطیاف حر لقرص 
وصف د وران جسم صلند بالنسسبة لمحاو تابتة ٠‏ زایااولر ٠‏ 

في التحليل السابق لىد وران جسم صلد حر كانت حركة الطواف منسهية 
لمحاو مثبتة في الجسم وتد ور معه ٠‏ ولاجسل وصف الحركة بالنسسبية 
لمشاهد خاج الجسم يجب ان نسستعمل محاور ثابتة ٠‏ في الشکل (۱۵-۱) 
للمحاور 02 توجيه ثابت في الفضاء ٠‏ والماور ‏ 638 مثبتة 
في الجسم وتسد ور معسه ٠‏ وتحرف محاور ثالشة يرجه كا يلي + 
ينطبق الیحور- ‏ على المحم - ى اومحو تناظر الجسم ه والمحسير 

- × هوخط تقاطع المسستوی -7 معالمسستوى - × . 
واقس يلد الزاينة نيالنو سر والتخرر ت بالرسر م 
والتي بين 8,3 بالرمز © ويحسب دران الجسم حول محم التناظر 





الشکل ( ۱۵-۹) يضح الشکل العلاقة بين زايا اويلر مين السحاور 
التابتةوالدا شعت رة ۰ 
من الزاهة بين المحور - × والمحور- × ولتي تمثل بالرسز ۰۶ 
وتسىى الزوايا القلاث ‏ ۶ ,9 و بزوايا ایلر ٠‏ 
وفي الحالسة التي لا توشر فيا عسزم على الجسم » یکون متجسه الزخسم 
الزاوى ا ثابتا في القسدار والاتجاء بالنسبة للمحاور الثابتة ‏ 02528 . 
لنغتر المحور - 2 باتجاه ت وهذا يصرف بالخط غير التق لب 
220 من الشكل نرى ان مركباكه 2 في المحاور 0*5 شي 
0 


= J sin 9 (۳ ~۹ ( 


ي اللي 


TÛ co8 9‏ = و 


(المحور - و ) يحيث یکسون المجسم الناق ص للعسزم الد وراني 3 ووفقا 


tt 


۳۳۰ 


عند تا الان من اولی معادلات ( ۳۵-٩‏ ) ان 20 رنه آذن‌تقسم تم 
في المستوی - 15 . لنفرضان > تمثل الزاوسة بين المح رر سوت 
والسرعةالزامة هراق دت عندئذ تكسون 


0 = انه 
(۳٦۹۹ (‏ » ذه دما = پ ها 
ين 6۵8 ند = دب 

ووقا لذلك 5 
0 = ده T1‏ برل 

( ۲۳۲۲۷۹ ) و نب م = 
I sin 0‏ چ Dy‏ 

O‏ 8 دلب و1 = ےت برس 1 =e‏ بل 


وبسپولة ينتج أن 


tan 0» ) ۲۸ -۹(‏ و مھت د س 
و وفقا للنتيجة الانفةالذکر تکون © اصغراوأكبرمن ۵ > ويعتمد 
ذلك على ما اذا کان 1 اصغر اواکیر من ,1 على التوالي وبعبارة اخسری 
یقسع متجه الزخسم الزاوی بين مور التناظر و محسور الد وران في حالة الجسسم 
المنبسط (و1 > ) بینما في حالة الجسم الذی یستطیل (و1 < 1) يقح 
محسور السدوران بين محر التناظر و تجبه الزخم الزاوى ٠‏ 
لقفد ضحت الحالتسان في الشكل ( ٠ ) ١١-١‏ في كل من الحالتسین 
يرسم محطسسو التناظر ( المحتلوير - و2 ) علد دورا ن 
الجسم 6 حركة مخروطية ( طلوف ) حل متجه الزخم 
زاوی الثابت 1 ٠‏ وفي القت نفس ه يطوف محسسرر 
وان (التجه ىه ) حول 2 بنفس التردد ٠‏ 


رب ) 





: الشكل ( ۹ )١١‏ السد وران الحر ([) لقسرص و (ب) لقضیب ٠‏ وقد ظهر 
مخروطا الجسم والفشاء منقطة ۰ 
پالرجوع الى الشكل ( 1 ١5‏ ) : نوی ان الانصلاق الزاوى لدوران المستوی 
- 2 حول الیحور و هايالخ ل اراي لتحي سییر 
الزاية 2 . اذن 2 تمشل المعد ل الزمني لدنواف محورالتناظر ٠‏ 
(والمتجه ”© ) حولالخطغير المتقلب (المتجه 1 ) كما يرى من 
الخایج ٠‏ وواضح من دراسة الشكل ان مركبات لم هي 
0 ت تت 


( ۳۹-۹) ۵ صذه م = ي دت 


۳ + و ومه 6 = ر ند 


ومن ثاني معاد لسة للمجموة المذكررة اعلاه والمعادلة الثائيسة مسن 
الیعادلات ( ۲۳-۹ ) نجدان 


gin 2 روم‎ 


۳۳ 
كدالة ل »ه بواسطة‌المعادلة ( ٠ ) ۲۸ -٩‏ ونحصل بعن تبسسیطها 
جریا 
ل 27 )1 و 7 
cos 8‏ 7 + ۱1 نه - ثور 


للمعدل الزمني لطواف محر التناضر حول الخط غير المتقلب ٠‏ 
امثلة 
١ب‏ الطواف‌الحر للقرس Free Precession of a Disc‏ 
کمثال على النظريسة السايقة » لنفرض حالسة قسرص‌رقیسق » اوای جسسم 
صفائحي متناظر من نذارسة المحایر التعامدء تحصل على 


1e + و1‎ = 1" 


ولما كان 1 = ے1 = 1 ووو1 = و1 ادن 


2 
ی = 21 


و بالتعويض في المعادلة ( ۹ ١؟)‏ تحصل على 
MW CO8 0*‏ = ۵ ومن نه (1 - چگ ) = ل 


للمعد ل الزمني لطواف متجه السرعة الزارية حول محو التناظر كسا 
يرى في المحاور الداشرة المثبتة في القسرص ٠‏ اما اذا كا نالقرص سسيكا 
فعندئذ ي1 لايساوى 21 ويختلفالمعدل الزمني للطراف مسن 
العلاقة السابقة ون لك یعتسد على قيسة النسبة ي1/1 . 

البعدل الزيني لطراف مور التناظر حول المتجه 1 اوالبحور سن 
كما یری من الخارج یعطی من المعادلة ( ۱-٩‏ ) كما يلي : 


۳ 


۶( ۷ 2ومى 3 + 1 ) ده fmn‏ 


]خاصء اذا كانت »© صغيرة حدا بحيث 21 ين ۵0۵8 عنسسد ف 
و پصور صخييوة < بحيث یلسون 


تحصل على التقريب 


لہ سح على 
تدج = و 


اذ ن يطوف محور التناظر في الفضاء تماما ب.قدار ضعف الانظسلاق 
الزاوی للدوران ٠‏ ويظهر هذا الطواف كحركة ذپذبيسة ٠‏ 
۲ طواف‌الارض الحسر Free Preeiesion of the Earth‏ 

من المعسروف في حركة الارض ان محور السد وران يميل قليلا عن القطب 
الجغرافي الذى يمشل محو التناظر ۰ والزاية »ه تساوی حوالي ۲ ر٠‏ 
ثانيسة من القوس ( كما هومبين في الشكل ۱۷-٩‏ البالخفیه ) كذلك من 
المعمروف ان النسبة 1/1 تساوی حوالي ۱۰۰۲۲۷ كما حس بت 
من تفلطم الارض ٠‏ من المعادلة ( ۳۹۰-۹ ) تحصل اذ ن على 

دن 0.00327 = .© 
ولما كانت (ييم 2777 = ده )»فان زمن ذبذبةالطواف الائفالذكر 
يحسب أذ نكما يلي ؛ 
days = 505 day‏ ی 0 س 

و زمن الذپذيسة الملاحظة لطواف محور د وران الارض حول القطب يسساوى 
تفرییسا 45٠‏ يوم * ويعزى عدم التوافق بين القيم الملاحظة والمحسوة السی 
کون الارض ليست تاسة الصلادة ٠‏ 

وفي ما يتعلق بطواف محو تناظر الارض كما يرى من الفضاء ء فالمعادلة 


۳۳ 
( 1۱-۸ ) تعطي دس 1.00527 = ۶ 
و زمن الذ يذ بسة المرافق عند ثذ یکون 


1.00327 - 
هذا اللوافالحر لمحو الارض في الفضاء یتداخسل من الطواف الجيروسكهي 
الاطسول بكثيو »حوالي ۲۰۰۰ سنة » والاخیر ینشج من العزم التي تواثر بها 
الشمس والقمرعلی الارض : بسبب تفلطحها ) ۰ أن حقيقة کون زمنذ بذ بة 
طواف الجيريسكهي اطول بکثیر من الطواف الحسر يبرر اهمال العزم الخارجية 

لحساب زین ذبذبسة الضواف‌الحر ٠‏ 


و ووو نه ك 





الشكل (۱۷-۹) محا ور التنا.تر و د وان الارض ٠‏ الزاية o‏ الما لخ فيباكثيرا 
1-1 ) الطواف الجيروسكهي - حركة النخذ روف" 

Gyroscopic Precession. Motion of a Top. 

سند رس في هذا البئد حركة الجسم الملد الذ ى يدير بحرية حول نقطة 


۳۳۰ 


ثابتة ویوثر عليه عسزم » بدلا من حالة الطسواف الحر الذ ی لا يؤثر عليه عزم ٠‏ 
وتبسط الحالة بمثال الجایرسکوب البسیط ( او الخذ روف ) ٠‏ 

الشكل ( ۱۸-۹ ) يبسين رموز محارنا ورست‌المحاور 2 ول 2 
للتوضییح نقط في الشكل ( ۱۸-۹ ب ) حیث‌النور - × عمودی على سطع 
الوقة ٠‏ وتقطةالاسل 0 هي النفطة الثابتة التي يدور حولها الجسم ٠‏ 





الشكل ( 154 ۱۸) الجايرس كو بالبسيط 
ان قدار المزم حول © الناتج من الثقل هو 9 صذه هه حيث 4 
يمثل السافةمن 0 الى مركزااكتلة 0 ٠‏ ويعمل هذا العسستزم 
حول الیحور  -‏ أىان 
sin ©‏ هد = با 


( ۹~ ۲( 0 = بل 

0 = يا 
ولنمثل السرعة الزارية للمحاور 2 ۲ 2 0 بالرمز شنت . وواضح ان مركبات 
27 بدلالة زايا ايلرهي 


۳۳۹ 
2 
x 


(CER)‏ ۵ هذه 6 = ی حه 
9 ۵0۵ 8 = رس 


اذ ن مرکبسات الزخسم آلزاوی للخذ روف السد وم هي 


ê 


6 1 = 1 0 ند 
)۹~ ( 8 ذه 6 1 = پرا = پت 
1 = 2 1 ۱ ۸ 
I(6 oon 9 + * ( 8‏ = )¥ + ي )ے1 = ون ۰ 
هنا نستخدم نفس‌الرسوز لعسزوم القصورات الذاتية التي استخدمناها 
في البند السابق وقد اختصرنا في المعادلةالاخيرةالكبية ‏ ۷ + و ومن و 
بالحرف 8 والذی‌یسسی بالتد پمصاوه . 
معاد لة الحركة الاساسية المنسهة الى محا ورنا الداثرة هي 
T+ WET‏ 1۲ 
اذ ن » بد لالسة المرکیسات » نحصل على معادلات الحركةالتالية 


«۸ هذه 6 کی + 16 = © صذه‎ ۵ - 1 cos © sin © ( fe -٩( 


(1-9:؟) 9 همه 106 + 180 - (0 هذه ) سل 1 = 0 
٤۲-۹ (‏ ) 5ي1 = 0 


ان المعادلة الاخيرة تبين أن تد ويم الجسم 8 »حول محسور التناظرييقى ثابتا ٠‏ 


۳۳۲ 


بالطبع تکسون مرکبات الزخم الزاوی على طول نفس المحير ثابتة ایضا ٠‏ 


1y = 5م51‎ = constant ) 1۸ 1 


عند ثذ "المعاد لة الثانية تكافى» 
(9 همه 5ي1 + و 2صدم ثم ) سك = 0 
8 


بحيث 
B = constant ) ۹ ۹ (‏ = 0 ومو 1.۵ + و گوده 1 

Steady Precession الطواف المستقر‎ 

وقبل أن نتایسم تكامل بقيسة المعادلات » سوف نشرح حالة خاصة متمبة 
و هي الطواف المستقر ٠‏ في هذه الحالسة يرسم محور الجایرسکوب‌او الخذ روف 
مخروطا دائریا قائسا حول المحسور الشاقولي ( المحور - 2 )في هذه الحالسة 
0 = © = 9) ه وتبسط المعادلة ( 1۵-1٩‏ ) 6 بعد اختصار العاسسل 
المشترك 9 ذه الى 

cos ©‏ 1 - 6 15 د م۲ 

اوعند حلا للعامل 5 > نجه ان 
ng ۸ 1‏ 


4 


0 $5 cos ۵ (0*۹ ( 
و1‎ ۵ 1 








85 = 


كشرط للطواف الستقر ٠‏ هنا ثم تمثل التردد الزاوى للطواف »ای ان التردد 
الزاوى للحرکة المتناظرة او محير التد يم حول الشاقول » ولا سيلا اذاكانت 4 
صغيرة جدا 4 عندثذ 8 تکون كبيرة ۰ ( هذه هي الحالة الاعتيادية لخسنذ روف 
اوجایرسکوب ) ۰ عنسدثذ قد يهل الحد الثاني في يسينالمعادلة 
۵۰-٩ (‏ ) وقد نكتب على وجه التقریب 


۳ ۳ ۸ 


۵۱-۰ ) هك 2 و 

ی 1 
و هه النتيجة المألرفة في نظريسة الجایرسکوب الاوليسة التي تعطيها معظسم 
كتب الفيزيساء العامة ٠‏ وفي الواقم لما كان تالمعادلة (5. ٠ه‏ ) هي سسن 
الد رجة الثانية في 6 فهناكقيمتان ل لقيسة معلوسة ل 8 » ولكنقيسة 
التقريب المذكور اعلاه هسوالذ ی يلاحظ اعتياديا ۰ 
معاد لات الطائسة والترنسم 128861858 The Energy Equation and‏ 
اذا لم تكن هناك قوى احتكاكية تواثر على الجايرسكوب لتبديد الطاقة فان الطاقة 
الكلية ۲ + 8 تبقی ثابتة ٠‏ 


cos ۵ = 8‏ لهس + ( 18 + 2س 1 + 2س 1)‡ 
x ¥‏ 


!رما كافشہا بدلالة زوايا اویلسر 
8 = © ووه ng Û‏ +( 6 2 + و صده ئ14 + 10)‡ 
يمكننا حل المعادلة ( 1٩-٩‏ ) ل ثم وتعويضها في المعاد لة المذ کورة اعسسلاه 
والنتيجة تکون 
2 

0 5 8-1 ا 
(of—4)‏ 8 = 0 همه me‏ + علا ا 

۵ كصده 1 2 
والتي كليا بدلالة © . هذه‌المعادلة تجیز لنا من حیث‌المبدا ایجاد 9 
كدالة للزمن * بطريقة التكامل ٠‏ و لنعمل التعویض التالي + 


u = cos © 


.$ 1 : 
علد لل م (2--1)- = 0(0 ط1ه)- = 1 ,ونجه ان 


u)" - )8 - 1(1‏ همد - *9ی-2۵) (گست) = ù2‏ 


۳۳۹ 


او (3)* = 1 
لذا يمكن ایجاه ۷ ( ومنها ۵ ) كدالة للزمن + بالتكامل 
eray)‏ ا 1 4 





()2 لو 


الان (8)م*# هومتعدد الحيدورد 2012208183 من الد رجة الثالثة ه اذ ن 
يمكن ايجاد قيمة التكامل بدلالسة الد وال الاهليلجية فده1اعضت 01115816 
على اية حال » لا نحتاج في الحقيقة الى اجراء التکامل لشرح الخسواس 
العاسة للحركة ٠‏ ونرى أن(2)1 يجبان يكون موجبسا لكي یکون ‏ حقفيقيا ء٠‏ 
فغايات الحركة في 9 تحسب‌اذن من جذ رر المعادلة 2)3(0. ولسسا 


كانت- ٩‏ يجب ان شمن مر و ٩۰‏ درجسة عدف يجبا نعأحسة 8 
القيم بين مفسر و + ٠ ١‏ یشل المنحني في السکل ( ۹ )١۹‏ الدالة(1)؟ 
للحالة التي یکون فیپا جسذران متمیزان هما رلا و چا بين صفر و + ۱ هعندئق ' 
تکون‌قیم © اللمناشرة لها ای رو و و9 هي ظیات الحركة الشاقوليسة 
ویتذبذب محور الخذ روف الى الاسام والخلف بين هاتين القيمتين للزاية © 
عند طواف الخذ روف حول الشاقول الشکل ( ١‏ ۲۶) ۰ ویسمی هنذا 
التذبذ ب بالترنس Nutation‏ اذا 





الشكل (۱۹-۹) پياني الدالة (س)؟ . 


(° 


کان هناك جذر مزدی 0088 201016 ای‌اذاکانت ولا = وتا فعندشدذ 
لا يحصل ترنح ویطسف الخذ روف بصيرة مستقرة ٠‏ وفي الحقيقة يعطلي 
شرطالجذر المزدي من المعادلة ( ٩ب‏ ۵۰) * 

Sleeping Top الخذرف الناشم‎ 

کل من لعب بالخذ روف یعرف اذا بدأ بالموضع الشاقولي بسرعة تسد وم 





الشکل ( ۹ ۲۰) توضیح لترنح الجایرس کوب البسيط 
جسذر مسزد ی في 1+ = 1 في هذه الحالة ه ليا كانت ۵ = 9 = 9 و 
22 ‡ + طت = 8 و 5,5 ع 8 فالمعادلة 
f(u) = 0‏ 
ا (8„ (I‏ 


,1 چ ] ۶ب - 1) 


في الحقيقة ه عند نا جذر مزدج في 1+ = ك . وعند وضع الحد الذى 


۳ 


بين القوسین في المعاد لة السابقة مساویا للصنر نحدسل على جذر شسالث 
هو ينا . ونجد أن 

22 

8 و1 


ل مم سس خخ ست ام وا 
طم 1 2 


أذا كان الجسذر لا لا یقابسل قيمةفيزيائية ممكنةل 9 ٢‏ ای‌اذاکانت جد 
اكبر من واحد ٠‏ عندئذ سستکون الحركة النائمة مستقرة ٠‏ وهذه تعطلي 


۵-٩ (‏ ) و د 
8 


کمحك لاستقرار الخذ روف النائم ٠‏ فاذا تباطأ الخذروف بسببالاحكاك 
بحيث لا يبقى الشرط المذكور اعلاه صحيحا ١‏ عندئف يعاني الخذ روف ترنحسا 
و اخیرا ينقلب 
* -۱۰) استخدام المصفوف في ديناميك الجسم الصلد 
الكمية المتدء للقصو الذ اتي 

Use of Matrices in Rigid Body 2 2 ۰ 

The Inertia Tensor 

يمكن كتابة معاد لات كثيوة من التي استنبطت في هذا الفصل بیسساطة 

و بصورة ملائمة بصيغة المصفوف ٠‏ فمثلا » افرض التعبير العام للزخم الزاوى » 
المعادلة ( ۹١‏ ؟) هذه المعادلة بدلالة المصفوف تصبسح 


9 

يلد ا 0 1 | نآ 
للك 1 1 

وده و JY‏ عو | - | 1y‏ 

له و1 سود 1 و 


۳t 


هنا ٠‏ كما عولجت تحسویلات المحاور في البند ( ١‏ ۱۵ ) مثلت المتجهسسات 
بالمصفضات العموديسة ٠المصفوف‏ ۲ × ۲ الذ ی يحتوى على العسزوم وضسرب 
القصوات الذ اتيسة يتضمن الخسواص الكاملة للجسم الصلد بالنسبة الى خواصسه 
الدوائية ٠‏ وهذا المصفيف هوطريقة خاصة لتمثيل الكمية المشدد ة لاقمسسور 
الذاتي Inertia Tensor‏ . 

و لندخل الرمزالمنضصرد | للكمية الممتدة للقصو الذاتي ٠‏ عنسدشن 
يمكن التعبير عن الزخم الزاوی كما يلي : 
E j] (~۹ (‏ 

فم ان التجبات لآ و تت هي مصفرضاتععودي : 
الطاقة الحركية Energy‏ ۳1211 

ییکن البرهنة بسسهولة على ان التعبير العام للطاقة الحركية الد ورانيسة 
للجسم الصلد + المغادلة ( ۱۲-۹) » يعطي بدلالة المصفوف علیا لنحوالتالي 





I Ixy xg 37‏ 
٩ (‏ ۰۷ ) يله و1 يك 1 | عونم پت يله ]| ل 
چن و1 مود "x‏ 


او » بصيفة مختمرة 

۵۸-٩ (‏ ) ]5+ هم 

هنا المصغوف الا فقي ٣ن‏ هو مصفوف التحول لته 9و دوجو لعف وف 

العمودی نت و | هوالكميةالمشدة اتسور الذی نف سابقا ٠‏ 
المحارر الرئيسسية Principal Axes‏ 

اذأ كانت المحاور هي محاور رئيسسية للجسم » ان تمثيل الكمية الممتد ة لمصفوف 

القصير الذاتي ياخذ الصيغة القخرية 081380281 التالية : 


0 0 سر 
0 تس 0 = ۱ 
۳ 0 0 


ومن الواضح ء ان المسالة العامة لایجاد البحاور الرئيسية للجسم الصلسد 
تکافی* المسالة الرياضيبة لتحيل المصفوف ۲۲۳ الى مصفوف قطرى ٠‏ و مصسروف 
قطرى ٠‏ في الحالة التي نحن بصددها بسا = ہے1 وبالتمائل للازواج الاخرى» 
فالمصفوف اذ ن هومتناظر » و لذ لك يجبا ن يتواجسد صف من المحا ورا لرئيمسية 
في ايسة نقطة ٠‏ 

و يتم تحويل المصفسوف الى صفسوف‌قطری بايجسك جذ ور معادلسة 
اليمحدد التاليسة : 

فد :2-211 ]| 


حيث 1 پشل موف الوحدة 88531 تاذ وتكتب هذ» المعاه لسة 
بعمورة وأضحة على النحو التالي : 


"xy 1‏ ۸“ ےآ 
TL ۳ 3E ۲1۰-1‏ 1 
Jz JY 72 = ©‏ 
۸“ رس و 18 
وهذه من الدرجة الثا لشة في لذ ای 
2 5 
( ۹= ۲۱ ) 0ع © + 2 8 + 35+ “AX‏ 


حیث 4 C, B,‏ هي د يال بسيطة لل 8 ° الج ذو الثلائة 
< ٢و٠و2‏ هي عزم القصورات الذ اتيسة الرئيسية الثلاشة ٠‏ 
و لكي نجد ميلان المحاور الرئيسسية » نسستخدم الحقيقة الفيزيائية و هي انسه 


عند د وران جسم حول احد محايره الرئيسية یکون متجه الزخم الزاوی بنفسس 
اتجاه متجه السسرعة الزاوسة ٠‏ و لنفرض ان الاتجاهات الزاوية لاحد اليحابر 
الرئيسية هي > > / > 3 ولنفرضان الجسم ید ور بسرعة زاويسسة ت 
حول هذا المحير فالزخم الزاوى عندئذ يكون 

(9-؟1) CE‏ 0 
حيث ۸ تمثل احد الجذو الثلائة و2 و و < او و<2.وتكسستب 
المعادلةالسابقة بصورة واضحت 4 على النحو التالي : 


1 


1 


4 هون له و1 COS KX 1 1y‏ ا 

Awcos@# j= | 5 I I همه نم‎ 3 
وعد‎ JJ ۸ )1۳ ۰-٩ ( 

5 05 ما 08 1 1 ¥ ووم 2۸۵ 


وهذه المعادلة » تبعا لذ لك » تکافی* المعادلات العددية الثلات التالية : 
0= همه بر + / 8 مآ (Ty, ^) cos«+‏ 
cos J - 0 (T۹ )‏ و1 +3/ cos‏ (۸ ا + عه cog‏ و1 


Iyy CO8“ + 1 cos مر‎ + 19 =~ A) coos لا‎ = 0 


حيث اختزل العاسل المشترك ده .لذ لك يمكن ايجاد اتجاهات جیسوب التمام 
ان تستوفي الشرط التالي : 
2 


)١٠©٠9(‏ 1 = ۲ 2ه + 6 cog?‏ + ين گووه 


ا 


١‏ جد الكمية المتد ء للقصي الذاتي لمفيحة مربعة طول ضلعبيا له 
وكتلتها = في المحاور 9 حيث 0 في احدی زوایا الصفيحة 


۳۵ 


والمحوران * و ج على طول ضلعين منها ٠‏ 


0 


باستخدام ناتسم المشال ‏ ۲ بند ۱--٩(‏ )عدا 
2 2 2 ۱ 
عو ا 4۰ Iya‏ و5/ 4 2۵ = و1 و 5 ظ عي * با 
ان ن الكمية المتد ة للقصور الذاتي هي 
م30 1 0 ۸ هس 222/3 
7 2 2 
0 1 ج - 2 = 0 5/ -n ۸ /4 mL‏ = 1 
2 
2 0 0 3/ 2۳۸ 0 0 


١‏ جد الزخم الزاوی للصفيحة المذكورة اعزه عند ما تد ور حول احسد 
اقطارها ٠‏ في هذه الحالة يمكن التعبير عن متجه السرعة الزاوهة با لسفوف 








العمودى التالي : 
1 2 / رص سي له 
ك کے / / له = لى | = 7 
a‏ / 37 
0 0 تب 
2 
والزخم الزاوی » رقا لذ لك هو 
1 0 چ 1 
2 
مدا 2 n‏ 21 ج 
٠ 1 0 1‏ 3 = س ] b=‏ 


۳ 


2 
ده 8/7 3 
2 12 3 3/2 
0 0 
+ جد الطاقة الحركية للد وران في المسالة السابقة 
بأستعمال النواتج السابقة »عند نا 
2 2 1 2 
تن 2« 
j1 =‏ 1 د] 
9 
ی جد عزوم القصور الذاتي الرئيسية لصفيحة مربعة حول احدى زواياهما 
هنا المعادلة ( 1 )1١‏ تصبح 





R> E ES 21 
24 








12 


2 2 
nfl -2 - + 2ع‎ 0 
a 2 0 = 0 
0 0 ردو‎ 


أ 
2 
2 2 2 
هعرج له [2( رد -۶(<- 2« | 
Ta‏ 
لاحد عزي القصو الذاتي ٠‏ العامل الاول يعطي 


3 « 2۶ - = + ‡ 172 


۳۷ 


۹ 

2 

EES 
۸ لع‎ 


وقيم 2 الثلات هذه هي العزوم الرئيسية الثلاشة ٠‏ 
ه جد اتجاهات‌المحاور الرئيسسية للسالة المذ كررة اعلاه 
المعادلات ( 1-٩‏ ) تعطي 
A) cos x - 4 ۰ 2 ۵09 = 0‏ - 22ح 4) 


0 = 4 ۵0۵ ( > - 2لس 4) + e08‏ 2و 14 - 


($ mL -2( cos ۲ =0 


و من المعاد لة الاخيوة نوی ان 909 = ۲ هي احد الجذور ۰ واذا ضعنا 
كد اولاق 4 عه » فان المعادلة الاولى تصبسح 

X - 8 8 = 0‏ 608 
وهذهمعالمعادلة ( ۹ 15) تعطي 

2 cos يه‎ = 1 

او » باخذ الجذرالموجب ءعندنا 45 = > لمحور زرئيسي واحسنند ۰ 
الاخريعطي باخذ الجذر السالب » ای‌ان 135 = » اذ ن یکون احد 
المحاور الرئيسية على طول القطر #والاخر عموديا على القطر وفي مسستوی 
السنيحة ٠‏ والیحور الرئيسي الثالث یکون عمود یا على مستوی الصفيحة ٠‏ 


وهی هارن 
١ب‏ صفيحة مستطيلة الشکل منتذامة كتلتها نت وضلعاها هع و ط تسد ور 
حول احد قطريها بانطلاق زاوی ده ۰ جسد قدار واتجاء الزخم الزاوی حدسول 
زاية محر السد وران ۰ 
اب جد هدار واتجاه الزخم الزاوی حول المركز في السوال السابق 
"ل قرص‌داثری منتظم كتلته د ونصف‌قطره ھ مقید الد وران بانطلاق زاوی ثابت 
ده حول محور يمر من المركز و يصنع زاويسة ٠١‏ مع محور القرص ٠‏ جد اتجاه 


ومقدار الزخم الزاوی 
کے جد عزوم وضرب القصورات الذ اتية لمتوازى مسستطیلات منتظم اطسسسوال 
اشلاعسه a‏ وط ,© لمحاور نقطة اصلها في أحدى الزرايا والمحسساور 


على طول حافات متوازی الستطیلات » واذا كان متوازی الستطیلات يدور حول 
احد اقطاره » جد الزخم الزاوى حول نقطةالاصل ٠‏ 

هب حل السوال السابق عندسا تكون نقطة اصل المحاور في مركز متسوازی 
السستطيلات و المحا ور عموديسة على | وجهه ٠‏ 

1 جد عزوم وضرب القصيراتالذاتية لصفيحة مثلشة منتظمة ‏ 8 0 ۸ 
اذا كانت الزايةفي 0 تناوی "٩۰‏ والاضلاع وصفة ولد 08 تقسسع 
على المحس‌ورین -×ول . 

۷- جد المحاور الرئيسية للصفيحة في السوال السابق 

ل جد معادلات المجسات‌الناقصة للعزوم لما يلي : (1) قرص داشسرى 
منتظم نصفقطره 4 و (ب) اسطوانة دائريةقائمنةصلدة نصفقطرها ه 
وطولها 5. استخدم محاور تقح نقطةاصلها في المركز لكل حالة ٠‏ 

وب في الجزه ( ب ) للمسالةالسابقة » ما هي نسبة نصف القطر الى الطول 
لكي يكون المجسم الناقص للعزم كرة ؟ 





۳۹ 


٠ل‏ متوازی مستطیلات صلسد فتظم ه اضلاهه ۵ و 22 و 2۵ ۰ ما هسسي 
نسب الاقطار الرئیسیةللمجسم الناتی‌للمزم في مرکز متوازی المسستطیلات ؟ 

| ع جسد عزوم التصور الذ اتي الرئيسية لکرة صلسد 2 نصف‌قطرها ۾ وفيها 
جوف کروی نصف قطسره ‏ 8/2 _ و مرکسزه في نقطسة تعد 3/4 من مركز 
الكسرة : (جسد المزوم في مركز الكسرة و في مركز الكتلة ) 

5س جسد الطاقسة الحركية الد ورانيسة في المسالتین ( 14 )١‏ و( ۳-۹) 

)۱۲-٩ ( برشن على ان الطاقتة الحركيسة للد وران كما اعطيت في المعادلة‎ ١۴ 
والعلاقات‎ )١5-4 ( تساوی 2 نه 1 3 وذلكباستخدام المعادلة‎ 


6 009 م = ر ته و 5 ۵۵8 تت ص إن و ۵ ۵09۵ ته = ے له 


. اس جسد مقدار واتجاه العسزم المسلط على الجسم من المحور الساند في 
التريسين ( 1 ۱ و ۳) 

ال صفيحة اعتباطية الشکل تدور بحريسة تحت تاثیر عزم یساوی صفرا ۰ 
اثبت باستخدام معاد لات اويلر ان المركهة رده للسرعة الزاوية في مسستوی 
الصفيحة ( المستوی - 22 ) تكون ثابتةبالمقدار ه ولوان مرکيسسستة 
# للسسرعة الزاويسة بن ليست من الضروری ان تکسون ثايتسة ( تنبيه استخدم 
نظرية الاير التعامذة ) ٠‏ ما نوع الصفيحة التي تعطي 2۸ا 0029 ع ده 

١١‏ صفيحة ميعة طول ضلعها 8 تدور بحرية بدون تاثیر عزم ۰ اذا كان 
محسور السد وران یصضح زاوية 6۵ ”مع محور تناظر الصفيحة ٠‏ جد 
زسن ذبذيسة طواف محور السد وران حول محور التناظر و زمن ذبذبسة 
طواف محور التناظر حول الخط غير المتقلب للحالتين. ([) صفیحسة 
رقيقة و (ب) صفیحسة سكها 8/4 . 

1١س‏ اششستق الممادلتين ( ٩‏ ۲۲ و ( )۲۵-٩‏ ماشرة من معادلاتاويشره 
( تنبيه : نمسع معسادلات اویلر للحالسة التي تکسون فیپسا العزم يسل وى 
صفرا ثم اضرب الاولی ب والثانيةب ‏ والثالثةب برس واجمم لمعاد لا حالثلاث) 


۹ 


١ے‏ 
اه 


~۳ 


امنلا» الخطسوات التي توأد ی الی استتباط المعادلة ( 65 ا١ا)) ٠‏ 
جسم صلسد له محور تناظر 4 يسد ور بحرية حول نقطسة ثابتسسة بسسد ون 
للسد وران هي > ۰ برهن على ان الزاويسةبين محر الدوران و الخستط 
غير المتقلب ( متجه ط ) هي : 


حصنا (1 - ی1) ۱ 5 


TI tan <‏ + و1 


حيث ی ( هزم القصور الذاتي حول محور التناظر ) هواكر 
من 5(هزم القصور الذاتی حول المحسور العسودی عى محور التتاظسیر) 
اثبت ان هذه الزاوية لا ینکن ان تتعدى (* 87) "هه . 

جد الزاوبةبین تب و 1 للحالتین ني تصرین ( ۱۱) 

جد نفس الزاوية للارض . 

جسم صلسد يسدور بحريسة حول مركز كتلته ٠‏ لا توجد هناك عزوم 
موشرة ٠‏ آذا كانت جميسع القصورات الذاتيسة الرئيسية الثلاشة مختلفسة 
اثبتبواسطة معاد لات اويلر ان د وران الجسم سرف يكون مس ستقرا 
حول المحير الذى له اعظم صزم تصور ذاتي اوالبحور السذى له 
اصغسر عسزم قصور ذاتي ١‏ اما اذا كان السدوران حول البح سور 
المتوسط لمزم القصور الذاتي فدوران الجسم سوف لا يكون مستقرا 
( يكن توضيم ذلك بقسذ فكتاب في الهراء بعد لفه بخيط مرن ) ٠‏ 
قسرص فضائي دائرى الشكل ه رقیسق نصف قطره 8 وكتلته 2 
يسدور في الفضاء بانطلاق زاوی دب حول محسور تناظبره ٠‏ ناذا ضرب 
نیزله حافةالقرص و اعطاه دنع 2 وكان اتجاه '2 موازيا لمحور 
القرص ٠‏ جد محصلة حركة القرس ٠‏ 


؟ ات جسم صلد له محور تناظر ويسدوريسسرعة زاوية 7ت في حركلة 
ذات ابعاد ثلاشة حول مركز كتلته ٠‏ حيث يسلط عليه عزمسا 
احتكاكيا د٥‏ ٥-کالذ‏ ی قد يحدثمن سحب الهواء (1) اثبت ان - 
مركجسة 7 باتجاه محسير التناظر تتناقص اسيا exponentially‏ 
مع الزمن (ب ) اثبت ايضا ان الزاويةبين السرعة الزاوية 23 و محسور 
التناظر تتناقس بصورة مسستمرة اذا كان عزم القصور الذاتي حول محسور 
التناظر هو اعظم عزم رئيسي ٠‏ 

6 جايرسكوب بسسيط يتكون من قسرص دائری ثقيل كتلته = ونصسسف 
قطره 8 مثبت في مركز قضيب رفيع كتلته 2/2 وطوله 8 ٠‏ اذا دوم 
الجايرسكرب بمعدل زین معين 8 بحيث صنعبحوره زأوهة )| 
سع العسمود ه أثب تان هناك تيمتين ممكنتين للمعسد ل الزمني للطواف 8 
بحيسث يطو الجایرسکوب بصورة مستمرة بقيسة ثابتةل ‏ ”45 = 9 . 
جد قیمتین" عسد د یتین ل م عندما يكون اما 900 = 5 و تنه 10حه . 

1 اذا بدا الجايرسکوب‌في التمرین السابق باطلاقهبزاوية ‏ 459 = ر0 
و 0 = ثم وبنفس التدويم بدلا من طوافسه بصورة مستمرة بزاوهيمة 
ثابتة © . اكتب معاد لةالطاقة وجد الغايةالاخرىل 92 الستي 
يصنعها محور الجايرسكب مع العمود عد ترنحسه ٠‏ 

۲- دوم تلم رصاص بموضع عسودى ٠‏ ما هو اسرع تدويم يجب أن تصلسهه 
بالدوران بالد قيقة ه لكى بيقى القلم في موضعه العمود ی ٠‏ افسسرض 
ان القلم جارة عن قضيب. نتضم طوله ٠١‏ سم و قطره ۸ مم ٠‏ 

۸- اذا قيد محسور تدويم الجایرسکوب بحيث ييقى في ستو افقي على 
سطح الارض؛ ولکسه حر يوءشرياى اتجساه في ذلك المسسستوى ٠‏ 
اثبت ان د وران الارض ينتج عنه عزم يحاول ان يوجه الجايرس كوب 
باتجاه خط الشمال ‏ الجنب ٠‏ وهذ اهواساس البوصلة الجيروسكهية ۰ 


.جد الكمية اليشدة للقصور الذاتي لمکمب صلد فتظم فلعسه ۵ 
لمحاور نقطة اصلها (1) في مرکز الیکمب (ب) في احد زوايا المكعب 

٠ل‏ جد الكمية المشدة للقصور الذاتي لمتوازى مستطیلات صلسد منتظسم 
اضلامه 28 ,29 ,48 لمحاور نقطةاصلها ني احسدی الزوايسسا 
وعندما تكون المحاير طى اشداد حسواف متوازى المستطيلات ٠‏ 

ال استخدم طريقة المصفوف لايجاد الزضم الزاوى والطاقسة الحركي س 
للمكعب في التسرين ( )۲٩ -٩‏ » عندما يد ور النكعب حول القطسسسر 
الطويسل والمار في البرکز ٠‏ اعصل نفس الفسی في التمرين ( ۰-۹ ۳۰) 

۲- جد اتجاهات المحاور الرئيسية للمكعب في التسرین ( ۹س ۲١‏ ) و (ب) 
المكعب في التمرين ( 5 ۳۰) ٠‏ 


ror 


النس ل العاشر 
معاد لات لاکرا سج 
Lagrange's Rquatiens‏ 

وت تضاف الان الى طق رانين نين الام على دة 
الشظوماب البسيطة طريقة عامسة اكثر متعة - نقد اكتشف مالم 
الرياضيسات الفرنسسي جوزیف لويس لا کرا نج Joseph louis Lagrange‏ طريقة 
ممتسازة و مفيسدة لايجاد معاد لات حركة جميع المنظوسات الد يناميكية ٠‏ 
)١ ١‏ الاحداثياتالمعمية Generalized Coordinates‏ 

رأينا ان وضع الجسیم في الفضاء يمكن تعيينه تعينا كاملا بشسلاث 
احدائیات ٠‏ وقد تكون هذه » دیکارتیسه ٠‏ كروية ه اسس‌طوانية »او حي 
الحقيقة اية ثلاشة برمترات مختارة بصورة ملائمة ٠‏ ونحتاج الى احدائیان 
قط اذا كان الجسيم مقيد الحركة في مستواو سطح ثابت ٠‏ پینما اذا كان 
الجسم يتحرك على خط مستقيم او منحني ثابت فعندئف يكفي احدائي واحد ٠‏ 

فى حالة نظوسة متكونة من 3 من الجسیمات نحتاج بصورةعاسمنة 
الى 38 من الاحدائیات لتعيين مواضع جميع الجسسيمات في وقت واحسسد 
پصورة كاملسة ‏ الشكل العام 8105 هتتتجع121دمه للمنظوسة ٠‏ امااذ! فرضت ‏ 
قیسود على النظوسة » ننحتاج الى عدد من الاحدائیسات اقل من 5# لتعیین 
الشكل الهام للمنظومسة ٠‏ فشلا » اذا كانت النظومة عهأرة عن جسسسسم 
صلد نعندئذ نحتاج قبط الى موضعنقطة ملائسة تتخذ مرجما فيالجسم 
( مشلا مركز الكتلة ) وميلان الجسم في الفضاء لتعيين الشكل السام 
ونعتاج ني هذه الحالة الى سستة احدائيسات فقط = ثلاث للنتقشة 
المرجمية و ثلاث اخسری ( شل زوايا اويلر ) للميلان ٠‏ 
ويتطلب بصورة عامسة اصغفرعدد معسين د لتعيين الشكل العام 
لنظوسة معينسة ٠‏ وسوف نرمز لهذه الاحدائیسات‌بالرمسوز 


9 ۰۰۰۰ 12۶ زاف 


و التي تسم بالاحد اثیات المعمية 60041728888 265811568هع. قد يكون 
الاحدائي .و زاويسةاو سافة ٠‏ ناذا كان بالاضائسةآلى تعيين ه كل 
النظوسة العام » باسكان ای احداثي ان يتغيير بصورة ستقلة عن 
الاحدائهيات الاخسرى لعنسدئذ يلال عن اللنظوسة انها هولونوك 

6 وفي هذه الحالسة يساوي هدد الاحدائيات 2 عدد 
د رجات الحريسة 2 2ه 1087008 للفنظومة ٠‏ 

وني منظومة ليست هولونوك ه لا تتغسير جميسع الاحداثياتيصورة 
'مستقلة هن بعضبا البعض ٠‏ ای ان صدد درجات الحرية تكوناقل من 
هدد الاحدائهات الاصغسر اللا لتعيين الكل ٠‏ وكشال طى نظوسة 
ليست هولونوك الکرة المقيسدة لتدحيج طي ستو تام الخفاسية ٠‏ 
حيك يتطلب هنا خمسة احدائيسات لتعيين الشكل العسام اثنان یا 
لموضسح مركز الكسرة و ثلاث لميلانمبا ٠٠‏ و لكن لا يمكن ان تتغسير جميع الاحداثيات 
بصورة مستقلة لانسه ه أذ!ا تدحرجت الكرة أعلى الاقل يجب ان یتفسیر 
احدائیان ٠‏ و اي بحثنا الحالسي » سوف نمتبر فقط نظوسات الحولینومك» 

اذا كانت المنظومة متكضة من جسيم واحسد ٠‏ فيمكن کتابسة الاحدائیات 
الد یکارتیه كد وال للاحداثيات المعمسة على النحو التالي ؛ 


د رجة حريسة واحد 3 الحركة على نحن x = x(q)‏ 
د رجتا حريسة - الحركة على سطح ۱ (وه :و4 )< = x‏ 

)۹2 7(4 = ¥ 
ثلاث د رجات حرية ٠‏ الحركة ( وه 42 و4 )< x=‏ 
اي الفش اء اوه «ر9 ۰ )7 =¥ 


)و4429( = 


افرض‌ان الاحدائیسات 8 تتخضیر من القيم الابتد ائية )142۰۰۰۰( 
الى القیم الجاورة 542 +6۹32 + 9 فالتخییرات التي تقابل ہا 
في الاحداثيات الديكارتيه هي كما يلي : 











5 2 ۵ 3 ۵ 
۰ ۰ ۰ ۰ + 9 292 + رو 299 = Sx‏ 
1 زه 
ووه 0 5 
۰ + نوك چچ + روم سس مان 


و هکذا المشتقات الجزئيسة 95 7 ۵ و هلم جرا هي دوال 
للاحدائيات 8 . وکشال خاص ٠‏ افرض حرکسة جسيم في مسستو 











لنختر المحساور القطبية 
© = وه F‏ > و 
كسك فلل 
9 و۵۵ x= X(r , 9) = Fr‏ 
y= y(r, 9) =r sin © ۳‏ 
E 3 5 5‏ 
sin © 8‏ ع - جم ۵ cog‏ = © اه چ داع 
۱ 0¥ 
0 © وهم ع + sin ۵ Sr‏ ع © 5 ست درو وه 
r‏ 


تعمطی ۱ لتغييرات في * و JY‏ الناتح تسه عن تخییرات صغيرة ني r‏ 
و © ۰ افرض الان أن منظوسة تتکون من صدد كبير من الجسیمات » لنفرض 
ان هذه النظوسة لهسا د درجاتحرية واحدائیسانها المعممسة 


3 6ه ها ۰ و ه :02 01 941 عند ئف لهي تتغير من الشسكل ړو ۰ ظ 


الى الشسكل المجاور (بيه 5 + “919° 5 + (qı‏ فیتصرك الجسيم ‏ 1 








من نقطة مشل ( 2 و ولا و ,*) الى النقطة الب ارورة 
( وت 5 + 2و وه + 2557 + (x,‏ 
حیث 
ج 2 
x‏ 
$ 1 = ید 9 
k=1 2‏ 
n‏ 
پچ سل 
3 0 اح کول 
k=1‏ 
ص / 
2 ۵" 
و6 + = بت 5 
k‏ 1 
k=1 ® 3x‏ 


فالمشتقات الجزئية هي مرةاخرى دوال للاحدائيات 0١8‏ سوف لتبنى 
الاصطلاح الذى يلسزم الرمز 1 ليشيرالى المحاور الديكارتيه والحرف 
× ليمير الى الاحدائیات المعمسة ٠‏ ونتبنی ایضا الرمسرز الملالسة 
و الي تلزم الرمز ,× لیشسیرالی ای المحاور الد يكارتيه ٠‏ اذن لمنظوسسة 
تنکسون من ۲ من الجسسیمات 1 ستأخذ الم من 1 الى 38. 

Generalized Forces القوى المعمسة‎ )۲ ٠١ 

اذا هانی جسيم ازاحة ۳© تحت تاثیر نسوة 7 نملمان الشغل 6# 
النجز من القوة عندئذ یکنون 


5 وه کات 
2 + پ5 SW mF. Sr = Fy Sx + Fy‏ 


وبد لالسة رموزنسا التي تبنيناها توا یکسون الشغل 
e‏ 6¥ 2 =6 
1 


و باضعح ان العلاقة المذكيرةاملاء لا تصم لجسيم واخند نقطه وانيا 
تصم كذلك لمنظوسة متكرنة من صدد كبير من الجسیمات ٠‏ لجسیم واحسد 
تاخذ 4 القسيم من واحد الى ثلاشة ٠‏ وتمشد 4 ل 3 من الجسسيمات 
من واحد الى 38 ٠‏ 

للسپر ألان عن انزيادة و 5 یدلالسة المحاور السمسة + ضدلف 


SW =» رز‎ 
1 k 





ليو © 
ليه 5 شتو )2= 
k ¢‏ 1 
و ملد كسترتيب المجسن نحمل على 
يو ( سه خد یه( e‏ 


و بیکن كتابة هذه على النحو التالي : 


( ۲-۱۰) :4 يه 2 10۰ 
حيث 

۵ 4 ۱ 

( ۱۰ ۳( هه (F4‏ سل = 4 


المرائقة للاح ای ۰4 و لما كان لحاصل الضرپ ه5 ٩‏ وحدات‌الفل 
عدف تکون وسدات .ره وسدات‌نوة اذاکانت ره تطل اة 
و محدات هزم اذا كانت ك تمثل زاوية ۰ 


(۱۰- ۲) لحساب قيسة ر الحقيقيةء نهدلا من ذلك یکن ایجاد کل 

قوة معمسمسة 4 باشرة من حقيقسة کون يه 5 ۹ يمثل الشغل المجسز 
على المنظوسة من القسوی الخارجية عندما يتفسيير الاحدائي يو بمقسدار روک 
(تبقى بقية الاحداثيات المعممة ثابتسة ) ٠‏ فشلا ٠ه‏ آذا كانت المشظوسة 
خلال زاوسة ٩9‏ حول محور معلسوم هو و8 هن حيث وت هو مقدار 
رايا في الفصل الرایسم ان المرکیسات المتعامدة للقوة البرشرة على 


جسم ني مجال قىوة محسافظ تعطي كالاتي 87 


F4 EET 
ووفقا لذ لك تصبسح علاقتضا للق وة‎ ٠ 


ود 
TH‏ كن دم ان 
والتعبير بين القوسسين هو المشتقة الجزئية للدالة ۲ بالنسبة للاحد ائي 
۰ اذن 


7 
(-؟) كوي 


حيث ۲ هي دالة طاقسة ةالجبد 
المعمسة كما يلي 


القوى المعمسة <07/5-- 7/۵0 حيو اذا كانت ¥ هي دالةل 2 


ل كن معاد لات لاکسرانسج Equations‏ 68عتتة مها 


لكي نجسد المعسادلات التفاضليسة للحركة بد لالسة الاحد ائیسات المعمسة 
یکسن أن نېتسد ی* بالمعاد لسة یه = پ۴ 

ونحاول كتابتبا ماشرةید لالسة الاحد ائیات‌المعمسة 8" ولكن هناك 
طريقة اخرى تعتمد على فرضياتالطاقة يكون استخدابميبااس ب هل 
ستحسسب اولا الطاقة الحركية * بدلالةالمحاور الديكارتيسه ثم سسنعير 
ضپا عدئذ كدالة للاحداثيات المعممة و مشتقاتها بالنسبة للزمن ٠‏ اذن ۰ 
الطاقة الحركية 2 لضظوسة تتکون من 3 من الجسسيمات والتى عبرضا 


ضها ني السايق كما يلى 1 
3 + رل + (xî‏ يمه ( - 12 


سوف تكتب ببساطة الان كما يلي : 1 
2N‏ 

(۵-۱۰) > رت + ) = ۲ 
1-1 


حيث الاحداثيات الديكارتية ,ءا هي دوال للاحداثيات المعسسة بو ۰ 
وللتعهم سوف نشسمل ايضا اكانية احتواء العلاقة الداليةبين 8'< و ۱5 
على الزسن + بوضی ٠‏ وهذههي الحالسة اذا كانت هناك مقيدات متحركة 
کچسنيم مقيسد ليتحسرك على سطم ٠‏ هونفسه ه يتحرك يطريقة ما ٠‏ يمكتناكتابة 

(4 2:۰ 99 ) ب = × 
اذن 

DX . > ¥ 
و‎ )1-( 

في المعاد لة المذ كورة أملاه و کل ما يتبسع + ما لم نذكر العكس 6 سوف تفسرض 

أن مدى 1 هو 1 ...و حیث‌تشل 8 عدد الجسسیمات 
في الخظوسة + و مسدی ± هو 221 2.۰۰۰۰۰ حيث 272 هوعدد 
الاحد ائیات المعممة (درجات الحرية اللمنظومة ۰ ومن معاينة المعادلة السابقة 


۳1۰ 


نري ان باكاننا اعبار 28 كدالة للاحد ائیسات المعميسة 4 مشتقاتمسا 
بالنسسبة للزمن ٠‏ و قسد تکون دالسة للزمن وواضح من علاقسة ز× ان 
٠١ )‏ سلما ) x‏ 2 2 








لنضرب الان په 7 ونفاضل بپالنسبة للزمن 8. ضدثف نحصل على : س 











۰ عه 
1 و 4 ,4 0 
+ 5م 1 0 
LD‏ رس رداچ = ( یت) “TE‏ 
k 3 k‏ 
2 . 2 
او و < × ا 


(مت) سس + 
2 4 2 د 4 





3 ۵,9 
* = )2 و او 


تنتج الخطوة الاخسيرقين امكانيسة عکس ترتيب التفاضل بالنسبة للزمن * 9 ad,‏ 
او Ux‏ . ثم افا مينسا ب ان ووضعنا a FP,‏ ديالا يكئنا کتاب ج 





ره - یت ب بش 








اذن باخف المجسیم على 4 نجند ان 


2F )۸-۱۰ )‏ 3 
جم اللي 05 


و اخبرا من تمریف القسوة المعمسة إن نحصل طی النتيجة التاليسة : 


4 ۵1 _ د‎ ۶ )٩-۱۰ ( 
تن‎ SU E ۵ ره‎ 


۳۹۱ 


هذه هي معاد لات الحركة التفاضلية فى الاحدائینات المعمسة ٠‏ تسى 
بمعسادلات لاکرانج للحركة ٠‏ 
فى الحالة التى تكون فيها الحركة محافظة بحيث 8 تمطسي 
من المعادلة ( ٠-٠١‏ ) ۵ فعندئف يمكن كتابة معاد لات لاكسرائج على النحو التالي : 
e‏ 5< ود هم ad‏ 
e 1 °‏ 
و تلطم المعاد لات اكثر عند تعريف دالسة شل 15 تسى بدالة لاکرانسج ممبحيث 
۲ - ۲ سر 
ومفهومان "۲ ,۷ هي دوال للاحد ائیات المعممة ٠اذن‏ هلما كانت 
(و) ۲ = ۲ و 0= 4/< تحصل على 


۵ بل‎ ۵ 27 J 52 


ern ona‏ وس ا 
rmn -‏ نس = 


U, Da, DA DA و ا‎ 


عند ثذ يمكن كتابة معاد لات لاکسرانج على النحو التالي 


d DE برد‎ )۱۱-۱۰ ( 


اتح 9( 68 
أذ ن يمكن استنباط المعادلات التفاضلية للحركة لنظوسة محافظة یس پولة 
اذا عرسا دالسة لاکسرانج بدلالة محاور ناسبة ٠‏ 

اذا كان قسم من القوى المممسة غير محافظ ولنقل یر والقسم الاخر 
یمکن اشستقاقه من دالةجهد شل ۲ یتنا كتابسة 

27 
1 k 1 


عندئف يمنا ایضا تمریف دالة لاکرانسج ۲-۲ = لآ ونكتب الممادلات التفاضليسة 


۳۹ 


للحركة على الشكل التالي + 


4 DE 5> )۱۳-۱۰( 
15 واه‎ 7 ۲ ۲ “Sa, 





ان الصيفة المذكورة اعلاه مناسبة للاستخدام ‏ و شلا ضد توأجس سد 
وی احتكاكية ٠‏ 
t١‏ بعض تطبيقات معادلات لاكرانسج 
Some Applieations of Lagrange's Equations‏ 

سوف نوضح في هذا البنسد تعسدد اسستخدامات معاد لات لاکواسسي 
الجديرةبالملاحظطة و ذلك بتطبيقها على عدد من الحالات الخاصة ٠‏ و الطريقة 
العامة لايجاد المعاد لات التفاضلية لنظوسة هي كما يلي + 
١ل‏ اختر محاور ناسبة لتمثيل شكل الخظوسة العام ٠‏ 
ا جسد الطاقة الحركية £2 کدالة لهذه المحاور و مشستقاتها بالنسبة للزمن 
٣‏ اذا كانت الضظوسة محافظة ه جد الطاقةالكاشة ۲ كدالة للاحدائيات 

او اذا كانت المنظوسة غير محانظة ه جد القوی المعممة ۰4 
54 المماد لات التفاضليسة للحركة یکن أن تعطی عندئذ من المعاد لات(4-۱۰) 
( ۱۱-۱۰ أو (۱۳-۱۰) ۰ 

المتذ بذ ب التوافقي Harmonic Oscillator‏ 

خسف بنظر الاعتبار حالة متذيذب توافقي ذ وبعسد واحسد و افرض أن هناك 
قوة تضاوال تتناسب مع السرعة ٠‏ فالملظومة أذ ن غير محافظة ۰ اذا كانت ×> 
تمثل احداثي الازاحصة هعندئف تصبسح دالة لاكراسج كالاتي ؛ 

J = ۲ - ۲ = ‡ m^ ¬ ‡ × 

حيث 8 تمثل االكتلة و 2 برمتر المرضشه الاعتیاد ی ٠‏ 
ان 


یر ہے نظف mH‏ = 


0 


۳ 


+ لته‌اجد تسوة غير محافظة يمكن اسستخدام معاد لات لاکرانسج بصي 0 


المعادلة ( ۱۰ب ۱۳) ٠‏ وهكذا نان 2ه - - © ومعادلة الحرکة تصبم ٠‏ 





(اد) + کہ - = (خد) مق 
او 0 = kX‏ + عده + mk‏ 
عذ معادلة المتذ بذ ب التوانقي المتضائل المعروفة والتي درسناها سابقا ٠‏ 
جه.يم منفرد في مجال مرکزی 
في مستو تحت تاثير قوة مركزية ٠‏ سوف نختار الاحدائياتالقطبية 
=F‏ وه و 9 عوه . ضد گذ 
(262م + مه ‡ = ۶ہن 4 


3 
1 








V = 7 (r) 
1 = (22م + غ) سق‎ - ۲)۶( 
: المشتقات الجزئية المناسبة هي كما يلي‎ 

وو ے 2 ۔ 2ے ے د بے 
بر + E GS i 37 mrê‏ ای جلك 
D1 2۵ 2‏ 
0 جع مسکسسه 0 سس 
نت ۳ و 

فمعادلات الحرکة ه ای المسادلات ( ۱۱-۱۰ ) » هي اذن 
0 = (هگته) پگ 8 + nro‏ = مس 


و هه ممائلة للمعادلات التي استقهطناها في البند (7>1 ) لحركة جسيم 


فى مس سأل مرکسزی ٠‏ 
ماکسة اتسوف Atwood'a Kachine‏ 
نطوسة ميتانيکيسة تسم بماکنسة اوه تتکسون من تقلسین تتلتیرص... سا 
طولسه ثم ويمسرعلى بكسرة ( الشكل ٠ ) ١ ٠‏ للنظومة د رجسة حريسسسة 
وأحسد ة » سوف نفرض أن المتفسير × یشسل شكل النظوسة العام #حيث × 
هي المسسانة العموديسة من البكسرة الى الكتلسة رت كا هو مین في الشسكسل 





الشكل ٠١١‏ ۱ ماکسة اتسود 


و واضح ان الانطلاق الزاوی للبكرة هسو 2/2 حیت 5 يمتسل نصف القطسر 
أن ن الطاتسة الحركية للنظوستة هي 


4 : 1 
ی ۾ + خر ۾ + خر و - 1 


۷ = mex - هوه‎ ) ۸ - x) 


۵ ۳۲۲ 
انا اهلسا الاحتکساك 6 فسسدالسة لاکسرانسی تکسون كط يل : 
2 جر + ± (و اه gm‏ 22 زيلب + وظ + Bm‏ = رز 


ع معاد لسة لا کرانسه 
ومن كرانسج 3 200 


5-05 E: 8 x 
نحصسل على‎ 
يس)‎ + Mo + زب‎ X= (يس - )ع‎ 
8 
أ‎ 
2 


GEGE 
mı + mo + 2 


وهذا هو تعجيل المنظوسة ٠‏ اذا کانت رت < س لاحظ ان رد 
تپپسط بتعجيسل ثابت ٭ بينما اذا كانت وت > رص عندئذ ترتفسسم ولا 
بتمجیسل ثابت ٠‏ و الحسد 5/25 فى المقام يسين تاثیر القصور الذاتی للبكرة ٠‏ 

The Double Atwood Machine ماكسة اتسود السزد وجسة‎ 

اثرض المتظوسة المينة فى الشسکل ( ٠ ) ۲ ٠١‏ هئااستبد لنااحدى 
تنس ا انيد او کر اکر العمل فلن رین بل ار 
للنظوسة الان درچتان من د رجات الحريسة ٠‏ سوف نعين شكلها العام 
پالاحدائیین × و × كما هسومین فى الشکل ٠‏ لنہسل کتلتی الیکرتسیین 
ني هذه الحالسة للسسپولة ٠‏ عندنا 


7 - )وه + 222 + ارس + خرصي = ۲ 
9 - + و وت -x+*)‏ ۸ ) ق رت - عع رس = ۲ 


حیث ر به بوت تش الكتل الثلاكو 44 £ تش طولي اي 


۳1 


التوصيل ٠عندئذ‏ 


7. 5 2 ۰ ۰ 2 
ع( ول رت وظ)6 4 )¥ + (x‏ وتو + °“( %* + ع ) Bm‏ + ۳7 باط = 1L‏ 


+ وت - وظ)6‎ (+ constant 


و معاد لات الحرکة 





الشکل ( ۲-۱۰ ) ماکتسة اتود المرکيسة 
( ون - وه - (x + %5) = ge(m‏ + ( £ - )رن + MX‏ 
2 - رm(&‏ = ( 3 + )وت + x)‏ + )ر 


وضهما یکن ايجاد التعجيلين XxX‏ و 5 بواسطة الجبر البسبسيط. 


۳۷ 


جسيم ینزلق على سطح مائل متحرك 

لنفرضى حالسةچسسيم ينزلق على سطح مائسل املس الذى ينزلق بحري ة 
على سسطح افقي املس + كما هو مین فى الشكل ( ٠ )۲ 3٠١١‏ فى هذه المسالة 
هناك درجتان من درجات الحريسة ٠‏ لذ لك نحتاج الى احدائیین لتعيسسين 


X 


تک رب 


الشكل ( ۲-۱۰) متوازی مستطیلات ینزلق اسفل سسطح ار ۱ 
الشكل العام تعينا كاملا ۰ سنختار الاحدائیین × و ولازاحسة 
السطح الافقية من نقطسة مرجعية ٠ه‏ ولازاحة الجسيم من نقطة مرجعية 
على السطح المائل طى التتالي ٠‏ كما هو مین ٠‏ 

من دراسة مخطط السسرعة ٠‏ المين فى یمین الشكل ٠‏ نرى ان مريع انطلاق 
الجسسیم يمن من تاتون الجیپ تام ۰ ۱ 

ووم “غود + 22خ ب 2ج ے 2پ 
اذن الطاقةالحركية * للمنظومة هي كما يلي 
تچ + (و ومه 2 + 2 £ + <( هو = uv? + UX‏ = ۲ 
حيث × تش کتلسة السطم المائل » و ۵ زاویسة‌الاسفین كما هو مین 
و 8 هي كتلة الجسيم ٠‏ الطاقة الکا ضة للضظومة لا ت ا x‏ 
لان المستوی يتحرك على سطح افقي ۰ اذن یتنا كتابة 
sin 0 + constant ۲‏ موه = ۲ 





بو 
لل 


HK + mex sin 9‏ + (و و5 2 + 222 + )هه 
0025 + 


۳۹۸ 


معاد لات الحرکسة 


قد ‏ قد 4 لد یلد .8 
èz‏ ;< 766 3م 0 “I‏ 


2) + و۳60‎ 9) + MK = O 


2) غ2‎ oos 9( = mg sin 9 


۳ ع-‎ sin © cos © م ر‎ sin © 
220 : 








۾ 2 ووم ‏ ل = 2 
و يمكن الحصول على النتيجة المذكورةاعلاه من تحليل القوی وردود نسل 
الضظومة + و لکن هذه الطريقسة مضجسرة اكثر من طريقسة معاد لات لاكرانج المذ كوره 
املاه ٠‏ 

افستقاق معادلات اوپلسر لجسم صلسد حر الد وران 

يمكن اسستخد ام طريقسة لاکراسج لاشستقاق معاد لات اويلر لحركة جسم 
عنسه ٠‏ في هذا البنسد مسنفرض حالسة جسم صلسد يسد ور بد ون تاثير عزوم 

راينا أن الطاقسة الحركية لجسم صلد تعطي من 

( رد و1 + س يوك + يه (I‏ 2 

حيث السع الزاوية 8 "س نس وية الى محاور الجسم الرئيسية ٠‏ و لنمد الى 
الشكل ( ۰-٩‏ ) الذی يين زوايا اویلسر 2 ۲ 4ه.من دراسة الشسکل 
نرى أن العلاقةبين السسرع الزاوية 8'س وزوایا اویلسر و مشستقات ازمانپسسا 
هي کيا يلي 8 س 


sin ۳‏ و هذه 6 + ۴ © = نه 


۳۹۹ 


ر .6۱-۱ ومع ۵ Û sin‏ + ۲ صدة 4 ع تن 
۵ ومه كر + ب = رنه 


و عند اعتبار زوايا|ويلر کاحد ائینات معممة تصبح معاد لا تالحركة كالاتي : 


8. 2د‎ _ DF 
“dt ۳۹ ۳ 
8ك‎ £ £ 
dat ۸ 1 
هه هف‎ 
at واه‎ ¥ 


دن 2-7 قد اكد 
E‏ اناج ساح وه 
ای ان 5 
( ۱° 1( دنا ے2 = 7 
وبالتماشل 


لب« سا 5 
ساس _لں مسد تمس 
7و “ہیا + و و 


( ۲ ومه و صده ثم + ۲ صذھ 4-) سے1 = 


( ۳ صده © مده 6 - ۲ ومه ۵-) رنديرة + 


۳۷۰ 


( ۱۱-۱۰ ) ينهي لك سب - ونه ينها ہے1 5 


و من المعادلتسین ( ٠١‏ ۱۵) و ( ۱۱-۱۰) والبعادلة ۲ تاج 
(yy - I) » 6‏ لد لا + نما ے1 
والتي سبی‌ان رایضا ( البند ۱-۹ ) بانها تمثل احدی معادلات اویلسر 
لحرکة جسم صلسد بد ون تاثیر زوم ٠‏ و يمكن الحصول على المعاد لتين الاخربین 
من التبد یل السد وري للاحدائیسات × ,وك ویکون هذا صحيحا لاننا لم نعسين 
ای محاور ديكارتيه خاصة کا يففشل ٠‏ 
)١ ٠‏ الزخسوم المعمسة ٠‏ الاحداثياتالسهملسة 
Generalized Momenta. 12208516 38‏ 

أفسرض حركة جسم طفسرد يتحسرك على خسط مستقيم ( حركة خطية) 
نطاقتسه الحركيسة تکون م + =1 
حيث « تشلكتلةالجسيمه و * احدائي موضسه ٠‏ والان پسسدلا 
من تعريف زخم الجسم 2 بحاصل الضرب مخ یکنا تعريف 2 بالكميسة 

ج كيه >2 ای 

2 


کت = = = ۲ 
۶ ۵ 


في حالة نظوسة توصف بالاحدائیات المعمسة وه ,ر۰۹٠٠ر۹٠٠ره‏ الکمیسات 
2 المعراسةیما يلي : 
۱۲-۱۰ ) ۵ 2 





تسى بالزخوم المسمسة (۲۱ ۰ عند فذ يمكن كتابة معاد لات لاكرنج للنظومة المحافظة كمايلي 





(۱) اذا كانت هالة الطاقةالكاسة ۲ لا تحتوی ۱8 بشكل ظاهر ه عندلد 
۵ 9 ۵ = يو DY‏ < ظ 


۳Y۱ 


2 )۱۸ ۰۱۰ ( 


پشکل ظاهر ۰ عند ئف 


۰ دہ و 
( ۱۱۰۱۰ ) 6 7 دظ 
0 
٠۰١ (‏ ۲۰) 04 = اتعاعدهه = Py‏ 
في هذه الحالة يسعى 412 بالاحدائي المپسل 14gnorable‏ 


فالزخسم المعمسم المرافسق للاحسد ائي‌المپمل أذ ن يكون ثابت خركة النظوبة ۰ 

فيشلا ه في مسالة الجسيم الذ ی ينزلق على سطم مائل (بحث سي 
البسد السابق ) ٠‏ راینا ان دالة لاکسرانج 1 لا تحتوی على الاحدائي × ه 
موضع السطح ٠‏ اذن يكون × احدائي مهمل ني هذه الحالة ٠‏ 


۱ دق * رظ‎ = (K+ m)X + ومن عم‎ ۵ = constant 
وني الحقيقة يمنا أن نرى هان ظ هوالمركة الانقية الكلية للزخم‎ 
الخطي للنظوسة ه ولما كانت لا توثثر توة انقيسة خارجية طی النظوسة ۵ فالمرهة‎ 
٠ الافقية للزخسم الخطي يجب ان تکون ثابتة‎ 
مثال اخر على الاحداثي المهمل يتواجد في حالسة حركة جسيم‎ 
في الاحدائیسات القطبية‎ ٠ في مجال مركزى‎ 


(۲)2 - (2ؤقم + ) ع ‡ = 1 
كما هو مبين في المثال في البند ٠(‏ ل )> ) ۰ في هذه الحالة تكون © هي الاحد آئي 
الميمل ه و ۱۳ 


20 = تسه‎ = mr 6 = constant 
٠ هنا و2 هومقدار الزخم السزاوی‎ 


¥ 


۳۷ 


۱۰ ) معسادلات لاگرانج للقسوی الدانعة 
Equations for Impulsive Forces‏ 8 2886۲ دعولا 
افرض ان لدينا منظوسة دايناميكية موصوفة بالاحدائیات المعممة بره 
فيها جميعالقوىالمعمسة السسلطة ,© تكون صفرا باس تتشاء 
فترة زضيسة قصيرة 7 ١يمكئنا‏ تكامل معادلات لاکرانسج كما يلي : 


يو + 22-22 ف 
جيه 2 dt x‏ 


7 2 7 
2 ا‎ SF 
[ ۰ a TT ل‎ e 

الان اذا كانت ×0 تقترب من اللانهايسة بطريقة بحيث ان الدع المعمسسسم 
7 

(۲۱-۱۰ ) ی 1 س11 

0 0 +7 
لان الكمية بو ۵ ۷ < ا ا 








^ > 
5 = 5-5 2 
للتغيرات فى الكميات2 2/9 < نتيجة تطبیسق الدفعالمعمم ر علسسى 
النظومة للمنظومات التي لا تحتوی فيها دالةالجهد ۲ على4'8 بش كل 
ظاهر بحیث:-, ۵ 1۷ و = Q‏ ¢ < /7< ءيمكنا كتابة المعادل سة 
5١-٠ (‏ ) كا يلي : 





^ 


AP = Px ۲۳ -۱۰ ) 


۳۷۳ 


حيث 22 هو الزخ المعمم المرانق للاحد ائیات المعمستة ي ۰ 
یکین ایجاد الدفوع الممسة ي بكل بساطة من حساب الشغل 


SW = Py. Deg +... يوك رز‎ + P2 Dg + <° 
“2 Px S4x Rt—1°) 


حيث 729 ۰۰۰۰ هي الدفوع المسلطة و ۰۰۰۰۹8 هي ازاحات 
اعتباطيسة صغيرة من خلالها تعمل القوی الداتعة المسلطة ( خاضعة الى 
مقيدات المنظويمة) ۰ 
يتنبال 

قضيبان ۸5 و 86 طول كل منهما 28 وکتلته 8 صلا بفصل ناعم 
ني 8 وضعا على طاطة افقية ملسا“ بحيث تقع النقاط ۸ على خط 
مستقيم ٠‏ جد الحركة مباشرة بعد ان سلط دفع ۶ في النقطة ۸ كما 

لنختر الاحداثيات المعمسة درورره ,ر0 حيث × و ۲ هي 
احدائيات مضع المفصل في 8 و 9 و ر٩‏ ها الزاهتان اللتان پصنحهما 
القضيبين مع الخط الابتدائي 86ه على التتالي ٠‏ فالطاقة الحركهية » 
للحركة الابتدائية تعطي من 

5 (رفه + 2) سف + و یی + گ(فه + ) سج - £ 
¥ + ره ,1 4+ 

حيث ں1 يمثل عنم القصور الذاتي لای من القضیبین حول مركز كتلته ٠‏ 
الان »الشفل الدفعي یساوی 9« و حیث 





۳۷ 


SX + 8 5 ۵‏ سمه 


59 ع2 + و ) 2 ه5 ۰2 58 





الشكل (۱۰۱-) دفع مسلط‌طی احد طرفي قضيب متصل بقضیب آخر 
لکن للازاحة العامة للمنظومة » عندما 
و 5 رو + وه 5 رو + $7 =P, $x + Fy‏ 5۴ 
اذن » للحالة التي نحن بصد د ها 
0 + روغ هه = رو ال كر 2 » ظ 
أن الحركة الابتدائية للمنظوبة تعطي من المعادلات ۲-۱۰۱ ٠‏ 





9) + a0 ( + (رقه + ع2)ه‎ =P 


1 = 22 





۰ 9 ۰ پم DF‏ 
© = ,1.0 + (,6 2 - (سخس) هر 
مه )»®8 + ma(x‏ ره ET‏ 


۳۷۵ 


DF یم‎ 5 
4 (سشسب)‎ =P ¢ My = 0 
E 


ل 


وبتعويض ضوع وبحلها للسرم ٠‏ نحصل أخيرا على 


A 
2 2 
ره يا چ = ره‎ = #3 2 


و يجب على القارى* ان يتحقق من ان النتيجة السابقة تعطي 2/8 = ي 
حيث ب٠‏ هی سرعة مركز کتلة المنظومسة 
( ۷-۱۰ ) تاعدء التغییر لپملتن 
Hanilton's Variational ©‏ 

لحسد الان » ارتكزت د راسستنا في الميكانيك بصورة واسعة على قوانين نیوتشن 
للحركة ۰ وفى الحقيقة ه في اجه الاول من هذا الفصل 4 عندما اسستتنيطنا 
معسادلات لاکرانسج اسستخد ما قانون نيوتن الثانى في احد ى الخطوات :للمعادلة 
٠ )۸-٠١(‏ وفي هذا البنسد سوف نستقصي طریقسةاخری لاستنباط معادلا ت 
لاكرائج هذه الطريقة تستند على فرضية اثبتت شموليتها بنتالج ا 
قاعدة التغییر لهملتن 

اعلنت هذ ه القاعدة في 1 ۱۸۲ من تبل رياضي اسكتلتدى. یسی سیر ولسم 
هملتن1007ن۳ع3 .2 74114 53 و هی تنص على ان حركة اي ظوسة تصد ث 
بطريقة بحيث أن التکاسل 5-06 0 
یاخذ دائيا اعظم او اصفر 0 قيمة ٠‏ حیث أن 5 ۲-ابمل یشسل 
دالة لاکرانس للنظوسة ٠‏ وبعبارة اخری » تنص تاعدة هملتن على اسه 


۳۳1 


باستئناء جميع الطرق المكسة التی يمكن ان تتغير فيها نظوسة في فترة 
زضية معينة ر6-رة فپناك حركة خاصة سوف؛ تحدث ه التی یکون فيها 
التکامل المذكور اعلاه ني نبايته العظمی اوالصغرى ٠‏ وييكن التعسبیر هن 
هذا النص رياضيا بالصيغة التالية : 
( ۲۵-۱۰ ) ۱ 

1 


حیث 5 تشل تفیبرا صغيراً ٠‏ و ینتج هذا التغيير من اخذ الطرق المختلفة للتکامسل 
بتغيير الاحد ائینات المعمسة و السرم المصمسة کد وال للزمن + الشکل (۰ (-۵) 





0 
الشكل ( ۱۰- 0 ٠‏ ضیح لتغسيير بيه او و 
و لكي نثبت ان معادلات لاکرانسج للحركة تشستق ماشرة من المعادلة 
المذ کورة اعلاه ه لنحسب التفییر بوضی على فرض ان 1 تکون دالسة معروفة 
للاحدائيات المعمسة .4 وشتقاتها الزضية ‏ ۰هندنا 


52 و 52 
و بل ۵ با ر 1 
E 8t‏ + يرو < دا 2 , E E‏ 


الان dy‏ 9 تساوى الفرق بهن دالتين للزمن 0 و مختلفتین قلیلا ۰ اذن 


ره 3 چ = وه 


3 


۳۳۲ 


اذن ۵ عند تكامل الحد الاخير بطريقة ة التجزئسة 6 نجه ان 
0 


2 4 2 
شي بو ( 0 و۵ د ] سوه | 
4 25 ارم 3 بو 5 EF‏ 
ولكن لقيمتين ثابتتین للغايتين رخ ورخ يكون التغيير 0ص يوني دا ور 

اذ ن يتلاشى الحد المتكامل وينتج عن ذلك ان 


ی 
ax‏ 
الان ه اذا کانت‌جمیع الاحد ائیات المعممة ,© مستقلة عندئذ تكون تغییراتها 
لكي يتلا شی التکامل نفسه ٠‏ اذن 


5 لد .۵ برد 
م و 122 EX" 0 (k‏ ۴ ۵9 


هذه هي تماما معادلات لاکرانسج للحركة التي وجدناها نی السابق ٠‏ 

نرضنا في الاشتقاق المذكور اعلاه تواجد دالسة جهد اىان النظومة 
التي نحن بصدد ها تکون محافظة ٠‏ يمكن جمسل طريقة التغيير بحيث تتضمن 
النظومات غير المحافظة وذلك باستبدال را فى تكامل التغيير بالكهمية 
محافظة ٠‏ هندثذ تدخل القوة المعممة ي كما عوفت سابقا هالبمادلئة 
4)١5--٠١١(‏ و یقود نا نفس الاسلو المناكير اعلاه الى الصيفة العامة 
لمعادلات لاکرانج ه المعادلة ٠ )١ -٠١(‏ 


۸ ) دالة‌هملتن ٠‏ معادلات هملتسن 
The Hamiltonian Function. Hamilton's Equations‏ 
اثرض الد الة التالية للاحد ائینات المعمسة 


5 
EH = 2-2 x Px 5-5‏ 
فالطاقةالحركية 7 لنظومات د يناميكية بسيطة هي دالسة متجانسة 
من الدرجة الثانية في ال 4۱۵ و الطاتة الکاضة ۲ هي دالتةني ال ٩۱8‏ 
نقط ه بحيثان (چ۲)۵ - (ييه؟ , )1 = 1 
والان من نظرية اويلر للدوال المتجانسة( عندنا 
عم 
ê 9 4 = 8‏ 
i‏ * ا 9 1 و 
اذن 
=F + 7 )۲۷-۱۰(‏ (7- 8)- 258 =1 پا( R=‏ 
ای آن الدالسة # تساوی الطاقة الكلية من نسوع المنظوبات التي فرضناها 
افرض اننا ناخذ بنظر الاعتبار حلول الممادلات « التالية 
۰۰ 2 1 = ۱ سح لا 
n)‏ و 9 ( Py > ûy‏ 
ل 4'8 بدلالةال5'8 و وو اي 
(ييه « ظ) چ = چا 





() تنص نظرية اویلر لدالة متجانسة ۶ من درجة « في المتخییوات 


رك ور ۰.۰۰ مد ای ان 





a nf‏ چچ کج x<‏ + 37 جرد 


۳۷۹ 


بهذه المعادلات یمکنا عندئذ ان نعبير عن 85 کدالة ل 8'8 وال 4'8 


(Re « يفيه _2 =" یه‎ (Pg , (يو‎ - 8 Aa 


زيه؟ تق - باه مطل - يد 5 يذ + © 22 = SH‏ 
0 


و يختصر في داخل القوسين الحد الاول مع الحد الثالث لان 27⁄2 = 
من التعريف ٠‏ كذ لك ٠١‏ لما كانت معادلات لاكرائج يمكن كتابتها كالاتني: 


يو ۵ ۵1۷7 = Px‏ فيمكنا كتابسة 3 - [ag SP,‏ او 
و الان‌التغیر في يجب ان يعطى من المعاد لسة ١ kk e]‏ 


وينتج من هذا ان 


) ۲۹ (۰ ( 


هذ ه المماد لات تسمى بمعاد لات هملتن القانونية للحركة 

Hamilton's canonical equations of motion 
وهي تتکسون من ب2 من المعادلات التفاضليسة من الد رجة الاولى مين ما‎ 
تتكون مصادلات لاکرانج من 2 من المعادلات من الدرجة الثانية ه لقد‎ 
و یمکن البرهنة‎ ٠ اس تنبطنا معاد لات هملتن للضظومات المحافظة البسيطة‎ 


۳۸۰ 


على ان المعادلات ( ۲٩-۱۰‏ ) تصح ایضا للمنظومات الاکثر عمومي تكالمنظومات 
غير المحافظة ه ای الخظوسات‌التي تحتوی فيها دالسة الطاقسة الكاشقةعلى 
ال 2 وللنظوسات‌التی یحتوی فیپا 1 على الزسن بوضی »ولکین 
لیس من الضروری فى هذه الحسالات‌ان تکسون الطاقة الكلية مساوية الى 8 . 

و سوف یصاد ف الطالب معاد لات هملتن عند ما يدرس الميكانيسك الکسي 
( النطرية الاساسية للظاهرة الذ رية ) وهناك تطبیفات ایضا لمعادلاا ت 
هملتن فى الميكانيك السماوی 


امثل .ةة 


١‏ اشتن ماد لات هملتسن للحركة لمتذیذب توانقي احادی البعد ۰ عندنا 


× 4 = ۲ که ۲-4 
2 ۰ ۰ 22 

ی کے کے ها 
ص = × 5 


× × ۾ + 2م پچ = ۲ + ۲ = H‏ 


0 
وا مظاك + H~‏ 
عه وه 
عندئذ تصبسح 
۰ ف بط 
=z k = -P‏ سب 


المعادلة الاولی جارةعن نص ثان للعلاتة بين السرعة و الزخم ني هذه 
الحالة ٠‏ وضد استممال المعادلة الاولى » ینکن كتابة الثانيةكما يلى : 


۳۸۱ 
k= - (خھ) گت‎ 
dt 


او عند اعادة ترتيب الحسد ود نحصل على 

xX + kx = 0‏ 
و هذه معاد لسة المتذیذب التوافقي المعروفة 
ال جد معادلات هملتن لحركة جسيم في مجسال مركزى ٠‏ 








ناضدنا ۱ ۱ 
اكه ( ھگ + 2) چ م » 
V(r)‏ =« ۲ 
بالاحداثيات‌القطبية ۰ اذن 
ل ۰ ۰ DF‏ 
۳ ل 
2 ۲ ۳ ا 
و = و ۵ و - شتا = و 
ur‏ 858 0 
ووفقا لسف لك 
Pa2‏ 
(۲)۶ + ( و + 22) پچ = 8 
7F‏ 
معادلات هملتسن 
2E __‏ نئ-- 8د لا _ 9۲ 
TEVE‏ ع دي 2۳ 
عندئف تصيسح 
2 
+ د 


TAY 


۾ 


۵ - سو 
mr‏ 
م - = 0 


تطهر المعاد لتان الاخرتان ثبوت الزخ الزاوی اى 


7 ع‎ eonstant = ar 6۵ =h 
و پا المعاد لتان الاولیتسان یعطیان‎ 


> . 35 
لزنن 


لمعاد لسة الحركة القطبية ۵ حيث DYV(r)/ Dr‏ - 52-2 
¥ 


ل ٠ )١‏ معادلا ت لاکسرانج للحركة المقيدة 

Jlagrange's Equations of Motion with Constraints 
من المناسب ني بعض الاحيان التعهیر عن المعاد لات التفاضلية للحركة لمنظومة‎ 
ضدگذ يجب‎ ٠ مقيدة بدلالةعدد من الاحداثيات اکثر من الحاجة الحقيقية‎ 
ان تكون المعادلات التفاضلية ضسجمة 0082881816 ايضا معالمعادلة‎ 
او معادلاته المقيد الذ ی قد يكون بصيغة معاد لات شرطية من النسيع‎ 


06٠ )‏ 0 => (يية ۹2۰۱۰۰۰۰ « وه )6 


وبتفاضلها نحصل على الصيفة التفاضلية لشرط المتييد 
(۲۰ ۳۱ ( 5 ؟ مه 
x 9‏ ۵ 

۹ 3 


AY 


هناك ايضا انسواع معينة للمقیسدات تكون فیپا العلاقة التفاضلية من النيع 


(۰ ۲ 6) 0 = ييه5 .2 


التي يمكن ایجاد ها و لکن هذه المعادلات لا يمكن تکاطپا لتعطي المعادلة 
الشرطية من النوع ‏ 0 -(ني2)41:92:...4 . مقیدات‌کهذه يقال ها بانها 
ليست هولنومك 2022010202116 بینما اذا كان المقيد على شکل المعاد لسة 
( ۱۰ ۲۰) فيسصس هولوومك ٠‏ 

على اية حال 4 سوا» كانت المقیسدات هولنومك او ليست هولرنوسك 
فمن المیکن ایجاد المعساد لات التفاضلية للحركةبالصيفة اللاكرانجية وذ لك 
باسستخدام طريقة المضرو بات غير المعينة 2181511878 4تون .مىن 
الملائم نی هذا التطبیق استممال تاعدة التفییر لپملشن ۰ 

لنضرب المعاد لة التفاضلية للمقيد 6 المعاد لسة ( 1٠١‏ ۲۲) 6 بالیرتر < . 
و هذا یش المضروب غير المعسين الذ ى تيمته غير معروفة لحد الان ۰ ناذا 
اضیف التعبير الناتج الى التكاملية للمتغفير التکاملی في المعاد لة (١٠-١؟)‏ فين 
الواضح ان النتيجة لا تتغسير من ناحية تلاشسي التكامل » ای 


12 
Sq) dt = ۵‏ يطلا + ِ- ی - شد 3 / 

۹ ع رع 
وبسبب المقيدء 1- د فقط من 2 يكن اعتبارها حره من الكميات ره 9 . 
نختار الان قیسة للییر متر < بحیث یتلاشی احسد الحسدود بين الفوسین» 
مل الحد الاول ٠‏ عندئف یمکن اعتبار الحدود 2-1 المتبقية ستقلة ٠‏ ووفقا 
لذ لك » يجب ان تتلاشی الحسد ود المتبعية بين القوسين ایضا ۰ اذن يمكنا كتابة 








5 با 5 4 باه 
۰-۱ ۳۳) لوعو و2و1 = ay dF e (Kk‏ 





۳۸ - 


)1~( 0 = ره 2 

نتجت المعاد لة الاخسيرة من قسمة المعاد لةالتفاضلية ذاتالمقيد ء المعادلة 
( ۰۱۰ ۲۲ )على +< . هناك الان ما مجبوعهه 2+1۰ من المعاد لات التفاضلية 
اذ ن یکن ایجاه 1 + د من الكميات <١‏ و هو ٠‏ 

و يمكن التوسع ني هذه الطريفة لکی تحتسوي على اکثر مسن معاد لسة واحسد ة 
فقط ذات مقیسد وذلك باضافسة مضرهسات غير معینسة اکثر معما يقابلا مسن 
ال 8 الى مصادلات لاکرانج ٠‏ و يمكن البرهنسة على أن معاد لات الحرکسسة 
كما اعطیت اعلاه تطبق ايضا غد ما تكون المقيدات متحركية ٠‏ وللتوسع فى معالجة 
٠‏ هذه الطريقة على القارى* ان يراجع كتابا متقدما © 





See, for example 8,28. Whittaker, Analyticaly 
Jynamics, Cambridge University 0۳098۶ Cambridge, 1937. 
or C. Lanoezsos, The Variational princf1ples of Mechanies, 


University of Toronto 22688, Toronto, 1949. 


۳۸۰ 
تم ارين 

يجب اسستخدام طريقة لاکرانج لحل التمارین التالية »مالم يذكر ٠‏ 

خ لاف ذلك ٠‏ 
)١ -١‏ ۰ جد تعجيل کسرة صلسد ة ختظمة تتدحرج اسفل سطع تام 
الخشرنة » اذا طمت‌ان السطح ثابت و یمیل بزاوسة © م‌الاسق ۰ 
۲۱-۰ ) کرة‌کتلتهسا =« تتدحرج اسفل اسنين متحرك کتلتسه ‏ 16 
و زاویتسه © ۰ لادا كان الاسسسنین ينزلق بحريسة على سطح انقي املس 
و كان التلامس بين الكرة و الاسلین تام الخشينة جد تعجیل الاسنین ۰ 
۲-۰) ینلق‌جسسیم على سسطح ماشل ابلس + ميل © بزداد پمعسدل 
زمني ثابت نه . ناذا كانت 0-© في الزمن 0 = ا > و هو زسن يداية حرکة 
الجسيم من السکون ٠ه‏ جد حركة الجسيم اللاحقة ۰ 
4-٠١‏ ) تالبان كتلتاهما متساویتان و مقدار کل شپیا 8 بيطا بحبل خفيف 
فير قابل للمسط ۰ ناذا وضع احمد القالبين على طاولة افقية لبا وطق 
القالپ الاخر على حافة الطاولة ٠‏ جد تعجيل النظومة ٠‏ 
٠ه‏ ) حل تمرين ( 4-٠8‏ ) للحاللة التي يكون فیپسا الحبل ثقيسلا 
كتلته ظ . 
۰ ) جد حركة قذيفسة في مجسال جاذبيسة عم © يد ون مقاومسة اللهوا* 

7 ضع معساد لات الحركة الم وجللات EE‏ ماکسة اتود السستي 
ا اتود واحدة ( كتلتاهما رهد و وت ) مروطتین بحبسسل 
خفيف يمرعلى بكرة الى ماکنسة اتسود ثانية كتلتاها وت ,ړت اهمل کل 
جميع البكرات ٠‏ جد التعجيلات الحقيقية للحالة ا na = 4m,‏ 

3# = رھ ,318 حياط . 

٠ل‏ ) ۰ اثبت ان طريقة لاكرانج تعطى اتوماتیکیا معاد لات الحركة الصحيحة 
لجسم يتحرك في مسقو في محساور دائرة ہج (تلميم مس عد 


A1 


حیث (× تس بل) و ب(وس )۲-4 و 0 /2<7- سر رود /57- (Fy=‏ 


۱۰ ) حل التمرین السابق مرةثانية للحركةني ثلاشة ابعاد 
)٠١٠‏ جد المعاد لات‌التفاضلية لحركة (بندول مرن ) الذ ی يتكون 
من جسیم كتلته © مسوط بوتسر مرن صلايشه عد وطولسه هر الس _طط 
يساوى ,ل - افرض أن الحركة تحدث في مستو شاقولي ٠‏ اسستخدم المحاور 
القطبية ١‏ .9 واثبت ان المعادلات التفاضلية تختصرالى معادلةالبنسدول 
البسيط عندما تكون + ثابتةوالى معادلة نابض متذیذب بس .يط 
عندما تكون 9© ه ثایت * صفر 

١١ ٠‏ ) جد المعادلات التفاضلية العامة لحركة جسيم في البح اير 
الاسطوانية ۴ , ۵ ,2 . استخدم الملاقة 


2 2 


Rg + 2‏ +22 = 
۰ع-۱۲) جد المعادلات التفاضلية العامة لحركة جسيم فى البحاور 
الكروية ثم و ۵ ١,‏ .اسستخدم العلاقة 


02 *صده 2 + رس + 


دم 


= هه + + مده 2 


۱۳-۰) ارتفعت نقطء استناد بندول بسيط بتعجيل ثایت 8 بحسسیث 
كان ارتناعپسا یساوی 82ه# وسرعتها الشاتطية هي 8ه .جد المعادلمة 
التفاضلية لحركةبندول ذبذباته صغسيرة بطريقة لاکرانسج ٠‏ اثبتان زسن 
ذيذيسة الینشدول هي " [ (و+ع)/2] 277 حيث 4 يشل طول البنسدول. 
١6‏ ) اذا كانت نقطة استناد بندول بسيط تتحسرك باتجاه افقي بتمجیل 
ثابت »© جد معاد لسة الحركة و زمن البذبذبسة لذيذيات صغيرة ٠‏ 

)١5 ٠‏ استخدم طريقسة لاکسرانج لايجاد المصادلات التفاضلية للحركة 
لبد ول كروي فر المحاور الكروية ٠‏ 


TAY 


)١1-‏ جد المعاد لات التفاضلية لحركةبند ول كروى مرن 4 كما في التمسسرین 
۰-۰ ۰ 
۱۷-۰ ) جد المعادلات التناضلية لحركة جسيم مقیسد الحركة على مخروط 
دائسرى تاشم املس علمابان محورالمخروط فى وضع شاقولي ٠‏ 
۲-۰ ۱۸ ) اثبت في التصرین السابق انه عندما يعطى الجسيم حركة ابتد ائية 
سیتذیذب بين داثرتین افقیتین على المخروط ۰ ( تنبيه : استخدم المحس‌اور 
الكروية مم ۵ * ثبت ) ۰ات ان (۶)2 = 2 حيث 0-(۶)2 له 
جذران يعرفان الغایتین التي يجب ان یبقی الجسيم بینیسا ٠‏ 
٠١‏ 15) قضییان متماشلان 40 ,80 کتلسة کل نيما 12 وطوله 28 
ريطا بمنصل ناعم في اللقطة 8 . ووضع القضییان في حالة سکون على 
طاولسة انفقية ملساء وکان کل شپما عسودى على الاخر ی البدايسة ٠‏ ناذا 
سلط دفع 2 فى النقطة 4 وعلی طول القضیب ٠4#‏ جد حركة الفظوسة 
ماشرة بعد تسلیط الد ع٠‏ 
٠‏ ۲۰ ) اثبت‌ان دالة لاکسراننج 

1 = $ مت‎ - q Û + ۸ 


تعطي المعاد لسة الصحيحة لحركة جسيم فى مجال كپرومفناطيسي 4 اى 
xB)‏ + ی و = mr‏ 

حيث ۳ 

Ea - 7 9 B= ۱7 2۶ ۸‏ 
( تسح الكمية المتجهة 2 بمتجه الجبد والكمية العددية 6 بالجهد 
الع ددى ) 
۲۱-۰) جد (1) الزخم المعممو (ب) دالةهملتن × لدالسةلاكرانج 
المذ کسورة في تمرين ( ۲۰۰-۰۱۰ ) 


۳۸۸ 


)۲١ ١‏ جد وحسل معادلات همتن القانونيةل (أ) قذيفة ببعسسدين 
(ب) بضسدول بسيط 

۲-۵۰ ۲) ضع معادلات هملتن لینسد ول کروی ۱ 
۲-6۰ تحقق من ان التکامل 048 ۳ ياخف قيمة عظمی وصضری لحالة 

جسم یسقط فى مجال جاذبية منتظم : لحل هذا التمرین * افرض ان 

ع جىد(8)ج وقارن ناتسج التكامل معالقيسة الت استنتجت من اخسف 

دالة تختلف قليلا عن (*)7 . 


۳۸۹۹ 


نظرية التذ بذ ب Theory of Vibrations‏ 


الحالات البسيطة للمنظومات التي يمكنها ان تتذبذ ب حول رضح تسسوازن 
اه شوه o£‏ طونم 21هه تشتمل على آلبند ول البسیطه الجسيم المربوط 
نابض مرن» البتد ول الفيزيائي وما الى ذ لك» جمیع هذه الحالات لها درجسة حويسسة 
با حد 2 » تتصف بتذ بذ ب‌احادی الترد د ٠‏ عند ما نفرض منظومات اکثر تعقید أ منظومات 
لہا عدة درجات حرية - سوف نج انها لاتتصف بتردد واحد بل یحتمل حد وث عد ة 
گرد داث مختلفة » فند دراستنا للمنظوات التذپذبة 4 سف نجد من المتاسسسب 
استخدام الاحداثيات المعمسة واستخدام طريقة لاکرانج لایجاد معادلاتالحركة 
بدلالة هذ هالاحداثيات ٠‏ 
۱-۱۱ الطاقة الکامنة والتوازن ‏ الاستقرار 
Potential Energy and Bquilibrium. Stability‏ 

قبل ان نبدأ بد راسة حركة منظومة حول وضح توازن» لنختبر باختصار التوازن نفسه ٠‏ 
افرض أن منظومة لپا ظ درجة حرية » وان الاحداثيات‌المعممة وه ۹2١٠و‏ 
تعين الوضع تعينا كاملا ٠‏ سوف نفرض أن المنظومة محافظة وان الطاقة الكأمنسة ۷ 
هي دالة للاحداثيات 0۱۵ فقط ۰ ای 


ليه ۰۰۰ مهو ۲)۵۵۱ = ۷ 


راینا ان الفوی المعممة 4 تعطی من 


7 
Ease 2) )۱-۱۱(‏ لو با 
يعرف ضع التوازن بانسه الضع الذ ی تتلاشی فيه جمیم القوی المعمسة ٠‏ ای 
-۱١(‏ ۲) 2“ 


Ak = 7 و‎ 


۳۹۰ 


تحتوى هذ ه المعاد لات‌علی الشرط الضرورى للمنظومة لكي تبقی في حالسة سسکون 6 
اذا كانت في البد* في حالة سكون ۰ لكن اذا ازيحت المنظوية ازاحة صغيرة قط 
قرع او لأسو الى ا ل ا لعواوق وان[ "ازيح ی ارا تة مخ رع لت 
داثما العودة الى التوازن » يكون التوازن مستقرا » 848016 مدا ذ لك يكون التوازن 
غير مستقر 8#2226نننا ( اذا كانت المنظرمة لاتحاول الحركة نحو التوازن اوبعيد 
منسه» يسمى التوازن با لمستمر 1١٣ا‏ نهم )ا لكرة الموضيعة (۱) في قعر وعاء کروی (۲ ) 
على قمة وسا كروى (۳) على سطح مستو هر, ال على التوازن المستقر» غيرا لمستقر 
الستمر على التتالي ٠‏ 

لنر كيف تدخل دالة الطاقة الكامنة ۲ في الشرح ٠‏ افرض ان دفدا صغيرا 
قد سلط على منظومة فجملپا تتحرك في وضع توازن ٠‏ ولما كانت الطاقة الكلية ثابتة » 


فیمکننا كتابة 

1o + 370‏ = ¥ + 1 
او 
(۲-۰۱۱) (ن۲ س ۷)س = T- "o‏ 


حيث ,1 هي طاقة المنظوسة الحركية عند ما تکون في وضع التوازن ( كنتيجة 
للدفع) » و ۷ هي الطاقة الكامنىة في ضع التوازن » الان» اذا كانت الحلاقة الكامنة 
في نهایتها العظمى في ضع التوازن» عندئذ ‏ ۷۵ - ۲ تکون سالبة » هناء على 
ذ لك تكون 1 ب ۲ موجبة » ای‌ان 1 تزداد عندما تبتعد المنظومة عن التسوازن ٠‏ 
وواضح ان هذه الحالة تكون غير مستقرة٠‏ هالعکس » اذا كانت الطاقة الكامنة في وضع 
التوازن في نبايتها الصغرى » عندثذ تکون ۲۵ - ۲موجبةه و و٩‏ - 8 سالبة» 
اىان» 1 تتناقص ۰ ولکن لايمكن ان تكون 2 سالبة » وهکذا تتناقص 1 الى 


۳۹۱ 


الصفر في ضع حد ی قريب من التیازن» طبعا يجبان تکون .8 صغيرة ج دا 
ان التوازن في هذه الحالة یکون مستقرا ٠‏ فمعیار التوازن الستقر اذ ن هوان تکسون 
الطاقة الكامنة في نهایتپا الصغرى ٠‏ 

لمتظوسة ذات د رجة حرية واحدة © عند نا 


(11 ( ()”7 = ۷ 
وفي التوازن 
(۱۱- ۵) ۵ لک 





427 3 

(1-۱۱) ( مس-ستقر 2 ) 0 > 0 
2 

(۷-۱۱) (غير مستقرة) 0 > ك 
dq‏ 


اذا كانت ۵ = 829/82 فیجب‌علینا اختبار المشتقات الاعلی رتبة ٠‏ 
(لقد بحثت هذه في البند التالي ) ٠‏ يمثل الشكل (۱۱--۱) مخطط دالسة جهد افتراضية 





الشكل (۱-۱۱) 
د الة طاقة الجهد (۲)2 ٠‏ تمثل النقطة 4 توازن مستقر ۰ النقطتان 8 و ۵ غير 
مه تقرتي ۰ 


۳۹ 


تمثل النقطة ۸ مضعتوازن مستقر وتمثل النقاط 8 ,0 مواضعتوازن غير --ستقره ٠‏ 
شال 
لنختبر توازن جسم قاعدتسه مد وره ( كروية او اسطوانية) التي تتوازن علسی مطح 
مستو انقي ۰ لنفرض ان © يمثل نصف قطر تقوس القاعدة + وان مركز اكتلة 65 
يبعد پمسافة © من نقطة التماس الابتدائية ه كما هو مبين في الشکل ۱ (۰)۲ 
يبين الشکل ١ ١١‏ ب مضح‌الجسم بعد ازاحتسه ه حيث ۵ تمثل الزاوسة بيسسن 
العمود والخط 004 ( 0 هي مركز التقوس )؛ كما هومبين في الشكل ٠‏ 





)۱ 
الشکل ۲-۱۱ ٠‏ الاحداثيات لتحلیل التوازن المستفر لجسم قاعدته مستديرة 
لنفرضان ظ تمثل المسافة بين المستوی ومركز الكتلة ٠‏ عند ثذ الطاقة الكامنة تعطي 
مسن [ه همه meh > mg ] a - (a - b)‏ = ۲ 
حيث نت هي كتلة الجسم ٠‏ عند نا 


ay 
00 


ه ME (a - b) sin‏ = 
ای ان 
۵ - كه ديأ 0 = 9 
اذن 0 = 6 هي مضع توازن ٠‏ اضف الى ذ لك 


ay 
Aa Ee) cos 9 


۳۹ 


و 
2 
(ه - و) عم ۔ لك دما 0 - 0 
ھچ 





أذ ن يكون التوازن مستقرا عند ما 5 جرع ه ای‌ان 6 اذا كان مركزالكلة 
1١١‏ ۲) فك دالة الطاقة الكامنىة بمتسلسة اساسية 
Expansion of the Potential-Energy Function in a‏ 
Power Series.‏ 
لنفرض اولا منظومة لپا د رجة حرية واحدة ۰ وافرض اننا نفك دالةالدلاقة 
الكامنىة ( 4 )۷ کمتلسلسة اساسية حول النقطلة © = ۹٠عندنا‏ 
2 1 
kp (q - 4) + °‏ ج5- + V(q) = ky + k (qa - a)‏ 
k (a - a)" + ۰۰۰۰‏ ل 


n! 
ary ١ 
وعو ( ی‎ 


الان »اذا كانت النقطة هدي هي موضع صوازن » ندم دك 
qa = 0‏ (0۷/09 )2 رت[ ٠‏ هذا يحذ ف الحد الخطي في المفكوك » بحيسسث 

(۱۱- ۸) و و و وه + Ko (q - a)‏ حلب + رم = (۲)9 
ومتمد استقرار التوازن في النقطة 5 = 4 على اول حد غير متلاشي بعد الحد 
الاول وا في المفكوك السابق ٠‏ اذا كان اس هذا الحد ۸ زيجيا » عندئذ یکسون 
التیازن مستقراه اذا كانت المشتقة ١‏ 8۲/۵9 موجبة ٠‏ واذا كانتالمشتقة سالبة 


أوكانت 232 فردية فالتوازن يكون غير مشتقر ٠‏ لكي نرى لماذا يكون ذ لك ء لنفرض ان ظ 


۳۹ 


و - و) رج عح 2 5 5 
والان للتوازن المستقر يجبان یکون اتجاه ۴ نحو 2 » ای‌انپا سالبةاذا کانست 
ه < 4 ووجبسة اذاکانت >a‏ 4 ۰ يمكن ان تکون هذه الحالة فقط اذا کانست 

رم موجبةو 2 زوجيسة ٠‏ 


في معظم الحالات التي لها اهمية فيزيائية هي عندما تکون 2 = ص ای‌ان 
الحلاقتة الكامنة تکون دالة من الدرجة الثانية للازاحة وا لقوة دالة خطية ۰ 


فاذا نقلنا نقطةالاصل الى النقطة 0-8 واعتباطیا رضعنا 7)0(20 عندشذ 
یمکننا كتابة 

۲)۵( 4ه‎ kp )٩-۱۱( 

اذا املا القوی الاملی د 4 . 

واا ا ورجا اي ۵ افیا آن تسیب تفیل لسن 
بحیث‌یکون 0 = بر ..=ره = رو ضعا توازنا ٠‏ اذا كان یتواجد ضع توازن ٠‏ 
فدالةالطاقة الكامنة يمكن فكبا عند ثذ بالصيغة التالية 


1 2 2 
(۱ سے ۱ ( هه + 2 + 2 1 ر و2 + 191 )1 ۹ )7۱ 
0= = ۳ 5 ) کے = K1‏ 
به 91۳42۳۰۰۳ ري 8 
2ج 
(متلشق) = رع 
0 وبا ٠ ٠‏ 5م9424 3 وه 12 


وهلم جرا ٠‏ ضعنا اعتباطيا 0 = (0 .۰ ,0 ٠ V(O,‏ لقد اختفت‌الحد ود 


الخطية في المفكوك لان الفك كان حول ضح‌توازن ٠‏ 


۳۹۰ 


التعبیر بين القوسین في المعاد لة (۱۱--۱۰) یسمی بصيغة الدرجة الثانيسة ٠‏ 
فاذا حددت ١‏ هذه الصيغة بائها موجيسة ای اما ان تكون صفر)ً او موجبسة لجمیسم 
5 ي عندثذ ضع التوازن 0 سیرو-.۰عرهره يكون مستقراً ٠‏ 

۳-۱ تذبذ ب منظوسةدات درجة حرية واحدة 
Oscillations of a System with one Degree ۰‏ 
اذا كانت منظوسة لپا د رجة حرية واحدة فيمكن کتابسة الطاقة الحركية 
كما يلي : 
(۱۱-۱۱) 2 بر جه و 
هنا قد یکون المعامل بم ثابتا او دالة للاحدائیات‌المعمسة ي ٠علىاية‏ 
حال» يمكننا فك مر كتسلسلة اساسية في و ولب 


(۱۲-۱۱) 00 + 0ے( ) + (0) مر عه در 


اذاكانت 0= هي موضع توازن» فسوف نفرض 4 صغيرة بحیث يكر التقریب 
ساری المفع ول ۶ 

JÈ )0( = constant (۳_۱1۱)‏ = ار 
ومن المعادلة )٩--۱۱(‏ تری ان دالة لاکرانج 1 يككن کتایتها كما يلي : 





(۱) الشرطان الضروری والكافي للصيفة ذاتالدرجة الثانية في المعاد لة (١١د١٠‏ ) 
لكي تكون موجبة هي ٠‏ 
ور روط 


۹ ظ عا 
وهل جرا . ود |23 22 21 | ود 
Kya k5‏ روط #22 K1‏ 


k 
1 ۳ 11 


12 
۰ 2 و 


۳۹1 


1 = ۲ - ۲ = تو ‡ - شن بره‎ )۱٤-۱١( 
معاد لة لاکرانج للحركة‎ ٠ حیث م (825/392) = وعاعط‎ 
8 دده _ ده‎ 
4 2 
14ر‎ + k۹ = 0 )۱۵-۱۱( 


اذ ن اذا كانت 0 = و هي مضع توازن مستقره ای اذا كانت 0  <‏ عندئعذ 
تتذبذب 4 توافقیا حول موضح التوازن بتردد زاوی 
)١1-(‏ درب حا س 


5 
q = وه‎ 008 (wt + 6 ( )۱۷-۰۱۱( 


حيث وه تمثل سعة التذبذ ب » و © هي زاوة الطور ۰ ستنتح قیم ثوابت التکامل 
من الشروط الابتدائية * 
مشال 
افرض حركة الجسم المد ورب |لقاعد 2 الذ ى بحث في مثا ل البند السایق ( الشکل 
۲-۱ ) ۰ اذا كان التماس تام الخشونة تحصل على حركة د ورانية نقط ٠‏ ویکسسون 
انطلاق مركز الكتلة المقرب هو 59 لزاية صغيرة © ۰ ويفقا لذ لك الطاقة الحركية 
2 تکون كما يلي : 


T = % m (bé)? + +1 هل‎ 


حيث ووی 1 يمثل عز م القصور الذ اتي حول مركز الكتلة ٠‏ كذ لك » يمكننا التعبير عسن 
دالةالطاقةاكامنة ۲ كما يلي 
 ۲)6( = mg [a -(a ¬ b) cos 3‏ 


2 4 
= 8 [a -)8 - 9( ) سا‎ 9 + 3 a 47 [ 


۳۹۷ 


حد ود عليا + ثاپت + 2ھ mg (a = b)‏ + = 
عند ئذ یمکننا كتابة 
م ان 2 2 
mg(a = b)‏ - “106 + ات = 1 

بعد اهمال الثوابت والحد ود العليا ٠‏ وند البقارنة مع المعاد لتين 
(--۱) و (۱۵-۱۱) ری ان 

Toh‏ + 282 = هار 

k = mg(a - b) 
وعليسه فان الحركة حول موضح التوازن 0 = © تكون تقريبا حركة توافقيسة بسسيطة‎ 
ترد د ها الزاوی‎ 


| (a = b) )۱۸ ۱١ ( 
mb + و1‎ 


۱ متذبذبان توافقیان مزد وجان 
Two Coupled Harmonio Oscillators‏ 
قبل ان نستنبط النظرية العامة للمنظومات المتذ بذبة بای عد د من د رجات الحرية » 
سوف ند رس مثالا خاماً وهو منظوسة مکونسة من متذ بذ بين توافقيين مزد وجین معا ٠‏ 
يبين الشكل (۳-۱۱) جسيمين كتلة کل منهما 8د د ربط کل جسیم بنابض خفیف 
صلابتسه ل ٠‏ وازدوج الجسيمين ایضا معا بنابض ثالث‌صلابتسه لا ٠‏ سستفرض 
ان الجسيمين يقيدا الحركة على خط مستقيم (الاتجاه × كما هو مین )۰ 


فالمنظوسة ان ن لپا درجتا حرية » سنختار الاحدائیین × , ر× لازاحتسسي 


۳۹۸ 


مواضع التسوازن 
1 ا 
ع1 k m kًَ m‏ 


الشکل ۳-۱۱ ۰ نموذ ج لمتذ بذ بين توافقین مزد وجيسن 
الجسیمین من مضعي توازنهما المتتالين » لیمثلان ضع المنظومة ٠‏ 
الطاقة الحركية للمنظوسة هي 


mk? )۱۱-۱۱(‏ 4 ميخم $ = ۲ 
والطاقة الکامنة هي 
(۲۰-۱۱) وعلط + $k (x - x)‏ + مس = ۲ 


ان ن دالة لاگراج :5 هي کالاتي 


1 = uk + huk - kx - $k (x - x) و‎ (1-11) 





والمعاد لات التفاضلية للحركة 
بر 9 2 Jl‏ 8 ی ۵ 5 1L‏ 0 
2 0 وه 46 552 چ 

عند ف تصبح 


او 


9 k 
× + و×) سكاس رج سوب‎ - ×( = 0 

(۱۳-۱۱) 9 
0 = (ر× - (x‏ سكي + رد س + وود 


ولو لم يكن نايض الازد واج “3 «لامکن فرز المعاد لتين ولتحرك كل جسيم بحرية بحركة 
توافقية بسيطة ترد د ها وان . فمن المناسب‌اذ ن تجربة الحل الذى یختمد 
فیسه کل من (× و ر× على الزمن من خلال العامل اس8٥‏ حيث س يجب 
ان تستنتج ۰ حلنا التجريبي هو 

Wt )۲۰۱۱(‏ 009 ۸ < و 


xo > A> 6095 Wt 


مالتعويض الباشر في المعادلة (۲۳-۱۱) نجد ان 


2 cos اک سکس 8 ده‎ -A,) coswt = 0 
SAT 5 1 n 2 


(۲۵-۱۱) - 
~A.) coswt = 0‏ وک + ان 008 wb + 3-3 A,‏ 0608 نت 
m 2 2 2 1‏ 2 
وعند حذ ف العامل المشترك ی مب 8 تجميع | لحد ود نحصل على 
3 2 عط + اا 
0 سا هت وا( انن د كه ) 
۲۱-۱۱۱ ) ۰ 7 
0 = وه (س - كط + بو نک - 
هذ ه هي الشروط المفرضة على المعاءل 47 , ح۸ اذا كانت دالتنا التجريبيية هسي 
فعلا حل » ان ن اما ان تکون 0 ٭ و۸ = و۸ ولا يجبان یتلاشی محدد 


المماسل التالي 


کہ 2س kk‏ 
22 


(۲۷۲-۲۱۱) 0 = 
kk k+k' 2‏ 
۳ كاد 
تسمى هذه بالمعاد لة البدائية geoular equation‏ 
عند فك المعاد لة البدائية المذ كورة اعلاه تحصل على 
k٠2‏ 22 4 
(Y۸ -۱۱(‏ 0= ۴( ) - ۴( س - طئظ) 


وهي معاد لة من الد رجة الثانية في دى . والجذران اللذان نمثلهما بالرمزيسسسن 
بتو و هیا رک 5 رل 
#رظقيط) - يس 


والترددان ‏ س و ودب يسميان بالترد بين العياريين ‏ 


8 201721 للمنظومة ٠‏ عند نا الان حلين ممكنين 


(1 

(۲۱-۱۱) ت دس 8 وش = ¥ ني ته 8 يل 5 و 
و (ب) 

3 = 21 cog وه اس‎ = Ba COS 25 )۲۰-۲-۱۱( 


لاحظ ان الجذ ور السالبة للمعاد لة الاولية لاتعطي حلولا مختلفة لان ( »)ههه 
» 6 دت 608 ء والسعات رد موش ,81 82۰ مستقلسه ٠‏ فاذا عوضنا قیسم 
دس في المعادلات )١511١١(‏ تحصل على مايلي 


(]) عندبا م ده » دب 


وهذا یختصر الى 

A = وذ‎ (۳۱1۱۱) 

(ب) عند مسا رص - س 
۵ = وه س - راقع یت 

وهذا یختصر الى 

3 )۲۲-۱۱( 

اذ ن حلولنا ( المعادلات (۱۱- ۰)۲۹ (۳۲۰-۱۱) يمكن التعبیر عنها كما يلسسي 


)1۱~ ۳۳) تار ته A cos‏ = و2 ا ده 8 x = A‏ 


x = ظ‎ cos wy x = كذ له 008 هه‎ )۲-۱۱( 


ولي سمن الضروری الا ستمرار في استخدام الحروف السفلية ٠‏ والتذ بذ بات الممثلة فسي 
الحلول اعلاه تسمى با لصیخ العيارية 20468 41ص٣٥۰۸‏ والشرط الذ ی تتميز بسسسه 
الصيغ العيارية هو ان جميع الاحداثيات تتذ بذ ب بنفس التردد ٠‏ في حالتنا يكسسون 
التذيذ ب في التردد 5 نس بحيث ان 
ود = × 

وهذ ه تسمى بالصيغة المتناظرة ‏ ۰۰۵۵ 57۳۳00716 ۰ ویکون التذ‌بذ ب فسسسي 
التردد و ص بحيث أن و 9 35 
تسمی هذه بالصيغة غير المتناظرة ٠‏ الشكل 1-۱1۱ يبين مخططات‌الصیغتیسسن 


٠ العياريتين‎ 


الصيغةالمتناظرة 


ا ۷1 
52 
بحص حص | 
الصيغة غير التناظرة ‏ وذ =× 
الشكل ١١(‏ > ) : مخططات ازاحة - زمن للصيخ العيارية 
لمزد ی متذ بذ ب توافقي 
الحل الكامل The Complete Solution‏ 
لنعود الى الوراء ونفرض المعاد لات التفاضلية الاصلية للحركة ه المعادالة 
٠) 85-1١(‏ يمكننا بسپولة روثية أن الحل التجريبي الذى تعتمد فييه 15 على 
الزمن من خلال العامل یاب صذة بدلا من #س 605 سيعطي جوهريا نفس 
التائ التي حصلنا عليها سابقا ٠‏ ای على نفس الترد دات وا لصیغ العيارية ای ان 
(۳۵-۱۱) یس هذه ۸ = رج هي ده م - 


1 
و 


4 
۳۲۰۲۱ د 5 2 
) 1( قی‌ه x2 B sin‏ تيب صله 8 


سوا لتعطي حلولا اخری» لذ لك یمکتنا كتابة الحل الکامل على النحو التالسي 


ينه دده B cos At + B‏ + اي A Sin u‏ + نأي نه x = 4 cos‏ 
(۰۱۱ ۳۷) 
5 , 34 
تیه صذه ظ - تایه ووع 8 - تب له A sin‏ + ايم A cos‏ دارع 


وتستنتح السعات‌من الشروط الابتدائية۰ اذ ن في الزمن 0 = 8 عندنا 


ظ - ل = )0(رx A+B‏ - (0) 2 
التالية 


۳ 7 7و 0 . 
۳ ۳ 3 
ب ت 2 - ې ت A‏ = (0) ن 


الان يمكننا الحل للسعات لنجد 
[(0)يع -(0) ید [ # = 3 , ])0(رx‏ + [x(0)‏ وعد 
ا 6 غ220 ]س = 8 , [(0)رے + (0) یت ] سل و »4 
2 1 و2 ی 2 1 رل2 
هذه المعادلات تسم لنا بایجاد تبيجات السیفتین المياريتين من الشس روط 
الابتدافية» افرض على سبيل المثال أن الجسمین قد سحا في اليذه من ضعي 
توازنهما بمقد ارين متسا وبين وفي نفس الاتجاه واطلقا بحیث كانت الشروط الابتدائية 
على النحوالتالي 0 = (0)وخ* = (0)0خ- و (0)ود = (0)× 








فالنتيجة هي پیج الصيغة المتناظرة فقطه لان تتلاشى جميع الثرابت ماعسدا 4 ٠‏ 
هالعکس اذا بدأ ت الحركة بسحب الجسمين بمقدارين متسا هين وفي اتجا هین‌متماکسین 
شم اطلقا ه فعندئذ الشروط الا بتدائية تكون 0(=0)ر×=(0) و (0)رع--(0) جد 


في هذه الحالة جميع الثوابت تسا وی صفرا ماعدا 8 اى ان غير المتتاظر فقط یکسسون 
تبيجا ٠‏ مصورة عامة يتكون تذ بذ ب‌المنظوسة من مزيح الصیختین ٠‏ 
٥۱١‏ ) الاحدائیات العيارية Normal Coordinates‏ 

لوصف حركة مزد وج متذ بذ بين توافقيين ۶ نستخدم منظومة أحداثيات جد يد ة 


هي یه و وه والمعرنة كالاتي 








> 
(۲۹-۱۲) و TE‏ 
(ے× - ×) سجر = وه 
لنعبر عن دالة لاکراج پد لالة هذه الاحدائثيات ٠‏ عند نا 
1 
(.و + Xx = (qa,‏ 
a b‏ 1 
(۰-۱۱) 3 
1 
رو سه و) سس = رد 
a b‏ 2 
a‏ 
) ,3-.4( (ی+یه) 
a 8 8۰ M2 ۵ 2‏ 5 ل 
4۷ 3 + و0 5 = 2 ج + س ج = 1 
kً 2‏ 2 2خ _ 2 (444p) k‏ ې +44( k‏ 
وو -5- + وه 7 = 15 3 e‏ 
وکنا دألة لاكرا نج تصهح 
3 2 2 2 1 
(۱۱--۱) 2) 5 - بو 3 - وه 2 + وه 8 = 1 


معاد لات لاکرائج للحرک 2 


3د _ .باد 4 بدد ‏ 8د 4 
وذ 95 8 
(۱- ۲ ) جو ۶- = “Ka, nq,‏ ۶ م1 


فالمعاد لات اذ ن قد فرزت ۰ ويمكن كتابة الحلول بالمماينة كما يلي : 
(ی8 + ت( f aos‏ = ك 


(۳۱۱) 
(وم + نيت ) cos‏ © = 1 


حیسث #(سک) = س 
ھچ ) - ر ۔ رد 

نوی الان ء لحركة اية منظومة يتذ بذ ب الاحداثئي 5 دائتا بتسردد ىتا 
ويتذ بذ ب الاحداثي و بتردد نس ٠‏ تسبى الاحداثيات الجدید ة 94 و 
بالا حداثيات الميارية للمنظومة Normal Coordinates‏ . 

رفي الحالة العامة » يكون الاحد اثي العیاری ترکییا خطيا للاحداثيات بحيسسث 
تختصر الطاقتين الحركية والكابغة الى مجموات مربعة ٠‏ عند ثذ تفرز معادلات لاكرائج 
للحركة اتوماتيكيا کالمعادلات (۱۱- 1۲ ٠)‏ ولذ لك يوجد تردد واحد فقط یرافسسق 
كل احداثي عيارى ٠»‏ تتميز الصيغ العيارية لمنظومة متذ بذ بة بحقيقة کون وجود لكل صيغة 
عيارية احدائي عيارى مرافق مح ترد د ه العيارى ٠‏ وعند ما تتذ بذ ب المنظومة بصيغفئة 


عيارية نقيسة تتذ بذ ب جميح | لجسیمات پترد د وا حد وعناك احداثي عیاری وا حد قط 
لایساوی صفراً ‏ 


في حالة مزد وجین متذ بذ بين 6 عند نا 
() الصيغة المتناظرة 

2 
(ب) الصيغة غير المتناظرة 


رد = × ,0 > ور نشسسط و9 و = ب 


الاحداثيات العيارية لاى منظوسة لها د رجتين من د رجات الحرية لاجل ايجاد 
الاحداثيات الميارية للحالة العامة التي لها درجتان من درجات الحرية» نعود الى 
المعاد لات الشرطية للسمات ء المعادلات ٠)۲١ -١١(‏ في الحالة العامة » يمكن 
کتابسة کل معاد لة کا لنسبة 





كدن تا 

ا 
حيث © يمثل عد دا يكن ايجاد قيمتهاذ! كانت الترد دات‌العيارية معلوسة٠‏ 
مصورةعامة » تختلف ه لكل تردد غيارى ٠‏ في مثالنا السابق » 1+ = e‏ 


0.0 
أو 1- = ه ٠‏ ومن الواضح انه » اذا استخدمنا احدائیات‌جدیدة معرفة 


کالاتي 

٥72‏ ¬ ر* - وي 
1-۱ ) 

2×2 = ۳ وه 
عياريين ۰ لان هذا او ذاك یکون با لضرورة صفر) اذا كانت ا لمنظوسة تتذبذ بباحد 
ترد داتها الميارية ٠‏ ویاضح ان ای ثابت مضاعف للكميات المعرقّة بالمعادلات (۱ اس؟ ٤‏ ) 
یکون ایضا احداثيا عياريا ٠‏ 


حيث ره و ره هماقیمتا © »عندثذ یه و د يجب ان يكونا احداثيين 


۰.۷۲ 


پفتسال 

لنفرض حركة مایسمی (با لبند ول المزد ی ) الذ ی یتکون من وتر خفیف غير قابل 
للتمطط طوله 2£ هد ثبت احد طرفیسه هلق في الطرف الاخر جسيم كتلته « ه 
علق في مرکز الشر جسیم کتلتسه ایضا 8 كما في الشکل (۵-۱۱) ۰ اذا فرضنا ان 
المنظوسة تبقی في مستو واحد » فیکننا تعيين الوضم‌بالزایتین © و ۵ كما هو 
مین في الشکل ۰ لتذ بذ بات صغيرة حول موضح التوازن» یکون انطلاقا | لجسیمین على 
وجه التقريب 28 ۶( +8 )£ وطاقتاهما الکامنتان © 008 4 هص 
( 6 ۰0۵ + ۵ وهه ) ل هص- ۰ عندثذ تصبح دالة لاگرانج على النحو التالي ٠‏ 

۵ همه mE Û‏ + و cos‏ مسه + °( + ه) ?£ $ + 3*2 = 1 
معاد لات لاگرانج للحركة 


د _ ید 4 لد تاد 4 
ود لرح 8۶ 2 و < 46 


تن ات 9 صذه ۶ ع«2- = (8 + 22)6 9 + ۸26 


كر n 226 + ( = - ne Ê sin‏ 
اذا فرضنا ان © = © صله و 6م حت ۵ لاه «عند ترتیب الحد ود 


 - ۵‏ + ه وگ + 26 


و - م لقا + 6 +6 


نجد ان 
(1۵-۱۱) 


عند ثذ المحد دالاولي للمنظوية یکون علو التحوالتالي 


fA 


۱ 
و 
۵ = 2(سق)2 + (ق) رن ۾ - رن 


ان ن الترد دان المیاریان هما 
N‏ - 2) 8 ] و 
|( 2/ + 2) لق] ايه 


) 11 -( 


الشکل (۱۱- ٠)١‏ البند ول المزد وج 
آذ | كانت المنظومة لتذ بذ ب في ای من ترد داتپا العيارية » عند ثذ اولی معاد لات 


(١(ہ‏ ۵) ) 2 
تمطي و رہ - و لق 2 + 2س2-) 


هند تعيض قيتي ده من المعادلات ١١(‏ ۱ ) في المعاد لة المذ کورة اعسلاه 6 
تحصل على العلاقات التالية بين © و 6 للصیغ العيارية 

الصيغة المتنا ظرة ونس = له و ۵ 2ل +- 8 
السيغة غير المتناظر الهس با ,0 7/2 - دم 


۰ 


نستنتج ان الثابت »© » في المعادلات(١١ ٠۲‏ ) یکون لسه‌قیمتان 4 وي 
2 + *اذن الاحدائيات الميارية تصبح 

٩, = 8 + ۷/2 وه‎ 

¢ ۷/2 - م = وه 
وقد ترك كتمرين للبرهنة ان دالة لاكرانج تختصر الى مجموعات مربعة عند التعبیسر 
عنها بدلالة الاحداثيات العيارية المذكورة اعلاه 


¥ 
النظرية العامة للمنظومات المذ بذ بة‎ ) ١ ١١ 
General Theory of Vibrating Systems 


ی الأو ان کے اھ ورج من درجای ان ادا في 
الفصل السابق (البند ۳-٠٠١‏ ) أن الطاقة الحركية * تكون دالة من الدرجة الثانية 
ومتجا نسة للسر ع المعممة » ای 

م.. + وود 3 + ور و ل + ویو هر و = 8 
۳ الاھ 2 2 - 
k‏ ل 


بشرط ان لاتوجد ید ات متحركة ۰ ولما كانت الحركة حول ضع التوازن تهمنا » فسوف 
نفرض » كما في البند ۲-۱۱ المعادلة(١١-‏ ۱۳)ان‌اد ۸۸8 هي ثوابت 
وتسا وى قیمپا في ضع التوازن ۰ سوف نفرض اکثر من ذ لك » أن التحویل الخطي 
قد استخدم بحیث ضع التوازن یعطی من 

0 > ره 5 ... = مه ۶ بو 


وفقا لذ لك » الطاقةالكامنة ۲ من الممادلة (۱۰-۱۱) هي کالاتي 


1۱۰ 


2 2 1 
=k] + مور یط‎ + 2 2 ۹ (A ~11) 
3 × 


عند ذ تاخذ دالة لاكرائح الشكل التالي 


(۱-۱۱) (يره زرط - و4 زر مر )2 2 2 =1 
۹ 
معاد لات الحركة 
و د ہو 
۱ ® ابوه 
عند گل تصبح 
(۵۰-۱۱) .یدید = ع) 0 = (يهيريكة + ویر 2 
ل 


فان ا تواجد حل بالشکل التالي 
١(‏ ل )٥۱‏ (ص.... و1902 = (k‏ * له 2۵5 مره = ېي 
عند ثذ يجب ان تتحقق المعاد لات التالية بالتعويض الاشر 
(۵۲-۱۱) (ھ 1,2,۰ = k(4 =0 )k‏ + ود 2 
والحل غير المادی يتطلب‌تلاشي محدد العوامل ۸۰۵ ای 

6م + سور ل و« + سر لر - 
(۳-۱۱) 0= | . . وود + سور مر - رع + لار مر - 


المعاد لة الاولية المذكورة اعلا ه هي معادلة من درجة 2 في .الجذور 
التي عددها 2 هي مربعات الترد دا ت العيارية للمنظوسة ٠‏ 


تواجد الاحدائیات العياريسة 
و Existence of Normal‏ 


لما كانت الطاقة الحركية ۲ لايمكن ان تكون سالبة » فأى تمثيل ل 1 بدلالة 
الاحداثیات المعممة ( المعادلة 47١١‏ ) يجب ان يكون موجباً بصورة محددة ٠‏ وهناك 
نظرية اساسية في نظرية التحويلات الخطية "° نصها : اذا کانت‌عوامل صيختي الد رجة 


الثانية 
و Pk‏ 2 توت ° 2-2 
j &k j k‏ 


a * ى‎ Px * Pk; 
وكا نت الا ولى موجبة بصورة محد د ة » عند ثذ يتواجد التحويل الخطي‎ 


(ص....و2و1 = (k‏ و ره 2 = x‏ 


2 2 
2 سر2‎ 2 = = “¥ + Xa? + ooo + Xain 


2 2 2 
وللم ۵ +... + Bag‏ + 1 5 ریزو( .2 
عا ل 





(۲) انظرعلى سبيل المثال 
See, for example, L. 2. Smith, Mathematical Methods for‏ 


Soientists and Engineers, Prentice-Hall, EnglLerrood Cliffs, 
N. Jo, 1955. 


1415 
عنس النظرية ایا على ان جد وتان له اليحذن 
0 = »© » ۰ ور + ووه لا - ددط + وده 5 - 
هي مطابقة لجذ ور المعاد لة 
»° 0 81 + ۵ لا - 
0 = »® ه اه 7 + ر“ - 0 
عند تطبيق النظرية على الحالة التي نحن بصدد ها اى المنظومة التذيذبة٠‏ 


(k = 1,2,...2) )٥٤١١(‏ يه 0 > ينو 

بحيثان 1 و ۲ تختصر الى المجموات المربعة التالية 1 
(۵۵-۱۱) ( مول + ...+ ونر + و30۳ = ؟ 
2 ( گویط + ... + يور + 303 = ۲ 


عند ثذ تعطى دالة لاکراج المتحولة ببساطة على النحو التالي 
(۵۷-۱۱) يت - تیت )+ 0 ۰ 1 
ومعاد لات الحركة ا لتفاضلية البقابلة لها هي 


30 
سسب ممه ت 


( 1۱~ ۸ه( )ص...,1,2 = kya, = 0 (k‏ + بوكر 


الك 


فالحلول هسي 
(۵۹-۱۱) لي © + غير ) 60۵ a = A‏ 


“زيرف لا - 
اذ ن الكميات ,رو هي الاحداثيات العيارية والترد دات العيارية المرافقة لها 
هي ته ۰ وونقا للنظرية العامة التي اورد ناها توأ » تعطی الترددا تالعيارية 
من المحدد الاولي » ألمعادلة (۱۱- ٠)١١‏ يمكن كتابة هذا المحدد بد ون معرفة 
الاحداثيات العيارية ٠‏ 

۳ ایجاد تحویل الاحدأثياتالعيارية المعادلة )١ > -١١(‏ هللمنظوسة 
العامة تقتخ تن ی ٠‏ لقد استنبطنا مايكافي* هذا في معالجسة 
منخاوسة الجسينين في الب الشاین 

حركة منظومة عامة عند تواجد قوى تضاوال وی دافعة خارجيةه ني شرحنا السابق 
لتذبذ ب منظومة عامة » اهملنا يجود اى قوى احتكاكية ٠‏ فاذا تعرضت المنظوسة 
الى قوى تضاوال لزجة تتناسب مح سرع من الد رجة الاولى للجسيمات فيمكننا 





کتابسة معاد لات لاكرانج على النحو التالي 
2 5 بآ .۵ 
E 0 )1۰ -۱۱(‏ 
: 4 ايه ود dF‏ 
حيث قوة التضا وال المعممة ۽ تعطى من 
(۲۱-۱۱) بده - ۰۰۰ - وأيرده - بار - = ,و 


معاد لات الحركة التفاضلية الناتجة تمائل الحالة غير المتضائلة [المعاد لات ١١(‏ ١ه‏ )]ء 
ماعدا تواجد الحدود التي تحتوى على 18 ٠‏ في الغالب ( ولكن ليس دائسا) 


3 ۱ > 
يمكن في هذه الحالة ایجاد تحویل احدائي عیاری بحيث تكون المعاد لات التفاضليسة 
الناتجة على النحو التالي 


A, + x, + يويك‎ = 0 )1۲-۱۱( 
حیسث‎ 

يا - _- ع 
q, = Ake cos (yt + ©» ( (IT -۱۱(‏ 


اذ ن تتضاءل سعاتالصیغ الميارية اسيا مع الزمن ٠‏ هناك ايضا امكانية حد وث حالة 
لا تذ بذ بية مشاب ة للتضائل الحرج او فوق المتضائل لحالة البعد الوإاحد ٠‏ 

اخیر! لحركة المنظوسة التي تخضع بالاضافة الى قوى معيدة خطية وى 
' تشتت لقوى دافعة خارجية تتغير توافقیا مع الزمن یکننا التعبير عنها تحليليا بادخال 
حد ود من النوع تا ده 405 يروي (او و E‏ ) في كل معاد لة حركة » 
المعاد لة (1۰-۱۱) ٠‏ تأخذ معاد لات الحركة الناتجة في الاحدائياتالمعيسة 


الصيغة التا لية 
(1-۱۱) یه = 4a, + 3 + Ka‏ 


على سبیل المثال » اذا خضعت المنظومة لقوة دافعة منفرد ‏ تتغیر تواقييا 
بترد د پساوی احد الترد دات العيارية للمنظومة ٠‏ عندئذ الصيغة العيارية التي 
تقابلها تاخذ اکبر سعة في شرط الحالة - المستقرة ۰ وفي الحقيقة » اذا كانت » 
ثوابت التضاو" ل مناهية في الصغره فعندئذ الصيغة العيارية التي ترد د ها یساوی 
الترد د الدافح‌تکون هي الوحيدة التبيجة ٠‏ 


1°{ 
۱ ۷) تذبذب وتر محسل Vibration of a Loaded String‏ 
نأخذ في هذا البند بنظر الاعتبار حركة منظوسة ميكا يكي ة بسيطة تتکون سن 
وتر مرن خفیف مشد ود الطرفين قد علق فيهعدد معین ظ من الجسیمات بمسافات 
متساوية على طوله وكتلة کل منها يساوى 8 ۰ المسألة تضم النظرية العامسة 
للتذ بذ ب وتقود نا ایضا بصورة طبيعية الى نظرية الحركة الموجية التي ستمالح باختصار 
في | لبند القادم ۰ 
لنرمز لازاحات مختلف الجسيمات من مواضع توا زنها بالاحداثيات وه ور ١۰۰۰ی‏ . 
علی لول الوروازا حسة مستعرضة لكل یتحرك فیپا الجسی عمودیاعلی طول اتر 
كما هو موضح في الشکل (1-۱۱) ٠‏ وللسپولة سنفرض الحرکة اما ان تکون طوليسسة 
نقية أو مستعرضة نقية » ولو في الحالة الفيزيائية الحقيقية قد يحدث مزيج من النعين 
عند الفا الخركة تمان عن 1 
(۱۱- 1۵) ( جه + ... + وه + 2ن) سل = ٩‏ 
مه وه 


ماد ام 
چ اد _ تال 
(ب) 


الشكل (۱۱- 1 ) ترتیب خطي للجسیمات او الرترالمحمل ( )حركة طولية (ب)حركةستعرضة 


1٦1 


اذا استعملنا الحرف در ليرمزالى ای جسيم ه عندئذ في حالة الحركة الماوليسةه 
جزء الیر المشد ود بين الجسيمين رر و 1 + لاهو 
ور ˆ 1+ رر9 
اذ ن الطاقة الكامنة لهذا الجزك من الجر هي 
2 
( رر - دب ))4 )25 
حيثك × يمثل معامل مرونسة مقطع الوتر الذى يربط الجسيمين المتجاورین 
لحالة الحركة المستعرضة » المسافة بين الجسیم كد و 1 + ند هي 
2 2 2 
وه yg‏ 
حيث ظ هي مسافة التوازن بين جسیمین متجا ورین ٠‏ عند ئذ تمطط جزء التر ال ی 
يربدل الجسيمين تقریبا هو 
ش 6ه - يه عد لك 
رر 1+ بر 725 
اذ ن ه اذا كان 8 یمثل الشد في الوتر » فالطاقة الکامنسة للجز* الذ ی اخذ 
بنظر الاعتبا 
1 بار هو 2 5 
( رره - + وره) ويل = ۸⁄0 5 
' نستنتح من ذ لك ان الدلاقة الكامنة الكلية للمنظوسة اما ان تكون من النوع الطولسي 
او المستعرض للحركة ويعبر عنبا كدالة من الدرجة الثانية على النحو التالي 
2 2 2م kK‏ 
۲۱۰-۰7) | یه + 1(7“( + ... + ©( يو-يو) + 5 5 1 
وفيبا 


۳ 
1 


( الحركة المستعرضة ) حب 


k= K CEE EN 


41١ 7ع‎ 


اذ ن دالة لاكرائج للوتر المحمل تكون على النحو التالي 


نس [ "یره - در رره)× - يفه] 0 
ومعاد لات لاكرانج للحركة 
برد له 8 
رر4 وود ۵6 
(۱۱- 1۸( (رره > زبرره)۴ + (1_ رره - وره )۶- = ررظ 


حيث 2,l‏ و1 جا مد 


لحل المنظومة السابقة المتكونة من n‏ من المعادلات ه نستعمل الحسسل 
التجريبي الذى تغرض فيه4'8 تتغير توافقياً مع الزمن ٠‏ ومن المناسباستعمال 
الصيغة الاسية التالية 


(1۱-۱۱) 0 و رره = ور 


حیث وره يمثل سعة التذبذ ب للجسیم طا مد ۰ وعند تعيض الحل التجرييي 
السابق في المعاد لات التفاضلية (۱۱- 1۸ ) تنتج العلاقة التالية للسعات 


3 2 
((۱- 176 ) (رررة + ور23 - و ررت) = ررة 


هذه العلاقة ستحتوى على نقطتي طرفي الور اذا ضعنا 


(73-1) 0 = ربية = مه 


ص“ 


اذ ن المحدد الاولي یکون 


CIA 


0 ووه 0 1- 2k‏ 4 ی ص 
2k -k ۰ ۰ ۰ 0‏ + نت 3 
-k ma 2+ 2۲ ... 0 =0 )۷۲-۱۱(‏ 0 
u 2+2k‏ ... 0 0 0 


والمحدد هومن النرتبة 2*8 فهناكاذن د قيم ل س التي تستوفيالمعادلة. 
ولكن ٤‏ بدلا من ايجاد. .8 هدوس ال مه جيرية فده أن اسان اا غا 
باستخدام المعادلة (۱ ۷۲۰-۱ ) المباشر ۰ 

هنا » نعرف كمية ۸ المنسهة للسعات ررة بالمعاد لة التالية 


(۱ ۷۲۳۰۰ (۵ له ) صذة ۸ = ره 
مالتعويض المباشر في العلاقة (۷۲۰-۱۱ ) عندثذ تحصل على 
(۷۰-۱۱) (۵ ط)صذه 2 -(5-6 سصده ] kA‏ =( ۲ )صده w4‏ سب 


8 + ۶ طد) sin‏ + 
والتي تختصر بسهولة الى 


(¥٥ 1(‏ سل مده 4 = (6 همه 2 - 2)عز د سم 
او 

(۲۰-۱۱) ول جده رد2 د س 
حیسث 

(۷۷۲۲-۱۱) #(ستض) = وله 


11۹ 


تعطي المعاد لة -١١(‏ ۷۱ ) الترد دات العيارية بد لالة الكمية 6 التسي لسم 
نستنتجها حتى الان ٠‏ رفي الحقيقة سنحصل على نفس العلاقة التي حصلنا عليبا 
لای من الشمميضات التالیة بر وه ۾ ,شمه , مد للسعة برهء 
او ای تركيب خطي منها ٠‏ على اية حال » فقط التعويض(/ ند)ه 4ه ررة يمتوضي 
شرط النهاية 0 = وه ٠‏ ولاجل حساب‌القيمة الحيقية للبرمتر 8 6 وذ لك 
لايجاد الترد داتالعيارية للوتر المتذبذ ب » نستعمل شرط النهاية الاخسسر 
ای 0 = ورية ٠‏ وسيستيفي هذا الشرط اذا ضمنا 
(n + 1(8 = ۳ ) ۷۸ ۰-۱۱(‏ 
حیث 3 یمثل عد دا صحيحاً » از نحصل عندئذ على 

0 = (87) لھ ۸ > ربية 
مايجاد 6 يمكننا الان حساب الترد دات‌العيارية ‏ التي تعطى من 


27 
-۱١(‏ ۷۹( (حىي) بده رن 2 = ده 
مالاضافة الى ذلك ٠‏ نوی من المعادلات (۱۱- ۷۲۳ ) و (۱۱- ۷۸ )ان السعات 
للصيخ العيارية تعطى من ۱ 
NT :‏ . 
(۸۰-۱۱) ( س( هذه ۸ = ره 


هم..... ,1,2 = 7 تشير الى الصيغة العيارية التي تتذبذ ب بها المنظيسسة» 
لقد ضحت الصيخ العيارية المختلفة بيا نيا وذ لك برسم السعات كما اعطيست مسن 


المعادلة(١١1‏ ۸۰) ۰ وهذه تقععلى منحن جيب كما هو مضح في الشكل -١١(‏ ۷۲ ) 


° 


والذ ی يبين حالة ثلاث جسيمات 8 = ٠ ١‏ تعطي الحركة الحقيقية للمنظومة » 
y1 ( )۸۱ -(۱(‏ ) ومن A sin( TE)‏ = + س) 8 رر = ور 
N = 1‏ 


1 )هده ۸ دررة 


الصيغة الثانية 
N = 2‏ 


27 
(سبت) sin‏ ۸ = ررة 








العکل ۷-۱۱ السیغالميارية لمنظوية متكونة من ثلائة جسیمات 


النيع العام للحركة هوترکيب خطي لجیح السیخ الميارية ٠‏ ومكن التعییر هن هذا 
کا يلي 
Ay sin (ZZ) coos (yt + Ay) A‏ = رر 
حيثالقيم ,يد و پا تحسب من الشروط الابتدائية ٠‏ 
في الحالة التي یکون فیپا عد د الجسیمات د كبيرا بالقارنة مععدد الصيفة 

لا » بحیث‌تکون النسبة ( 2 + 25 )/7 ۴ صغيرة ‏ يمكننا استبدال حد 
الجيب‌في المعادلة (۱۱- 74 ) بالازاحة الزاوية ٠‏ اذ ن يكون عند نا تقريها 

e (A —۱۱)‏ ند قن 
وهذ ا يعني ان الترد داتالعيارية تکون تقریباً مضاعفات صحيحة لاوطا ودد 
٠ 7**/)« + 1(‏ معبارة اخری » يمكننا اعتبار الترد دات العيارية الختلفةء 
اساسية ه التوانقي الثاني » التوانقي القالث » وهلم جرا ۰ تحسن دقة هذه 
العلاقة التوافقية التكاملية كلما كبر عدد الجسیمات ۰ 

١١‏ ۸ تذبذب منظومة مستمرة ۰ معاد لة الموجة 


Vibration of a Continuous System. The Wave Equation. 
لنفرض الحركة لصف من الجسيمات المربوطة وا لمرتبة بصورة خطية وكا ن عد د الجسيمات‎ 
٠ غير محد ود في الكبر والمسافة بين كل جسيمين متجا ورين متناهية بسي الصغض ر‎ 
معبارة اخری » عند نا وتر مستمر تفيل اوقضیب ۰ لتحليل منظوسة من هذا النسوع ء‎ 
من الملاثم اعا د ة كتابة المعاد لات التفاضلية للحركة لمنظومة محد ود ة #المعادلة‎ 

-١١(‏ 1۸ ) » على النحوالتالي 


۲ ۲ ؟ 
4 56 
(۸-۱۱) لاضف تم _ رست | mq = kh‏ 


حيث ظ تمثل المسافة بين موضعي التوازن لای جسیمین متجاورين * والان 6 اذا 
كان المتغير ×> يمثل المسافات بصورة عامة في الاتجاه الطولي 4 ركان عد دا لجسیمات 
2 کپیر جدا بحیث‌تکون ظ صغيرة بالمقارنة مع‌الطول الکلی ٠‏ عندئذ یمکننا کتابة 
هوه بح ررك ˆ + بر 
2 + ط در عه( 00 3 h‏ 

) 24( ند بره ˆ رر 
2/ - ظ زرد DX‏ 2 
ووفقاً لذ لك » يساوى الفرق بين التعبیرین السابقين المشتقة الثانية مضرهة في ط * 
ا 
ی 


(۱۱- ۸°) ر29 
برد ع 


وھ ریم 1- ره 7 مره _ ر © 1 بر4 
2x2‏ 5 0 


اذ ن يمكن كتابة معاد لة الحركة على النحو التالي 
(A11۱1)‏ “نط _ و 2 
m‏ 


او 
۷-۱۱ ۸) 


et‏ دح ] چ 
N‏ 
۷" ۳ 


حيث استعملنا الاختصار 


۲۰ حب‎ (A^ -۱۱( 


المعادلة ۷-۱۱۱ ۸) من المعادلات التفاصلية المشپورة في الفیزیا* النظية * 
تسمى یمعاد لة الموجة ذات‌البعد الواحد ۰ وهي تصاد ف في مراضح كثيرة مختلفضة* 
کل حلول معادلةالموجة نوا من الاضطراب لحمل ۰ یين السیل الق من آن حل 
النوع العام لمعاد لة الموجة هوکما يلي 


ارق 


f(x + vk) (۸۹ -۱۱1(‏ = و 


او 
)٩۰--۱۱(‏ كدو ت و 

حیث ‏ تمثل اية دالةقابلة للتفاضل ازاحتپا الزاوية ۷ + × ۰ یمثل الحل 
الاول اضطراباً یتشر باتجاه × السالب‌بانطلاق ۲ » وشل المعادلةالثانية 
اضطراباً یتحرك بانطلاق ۲ باتجاه × الموجب ٠‏ 

رفي سألتنا الخاصة ء الاضطراب ي هوازاحة جز صغير للمنظومة من ضع توازنها ٠‏ 
الشکل ٠)۸ ١١(‏ قد تکون هذه الازاحسة للوتر ضرية تتحرك على ططه وقد 


الشکل ۱اس ۸ موجه منتشرة 
تکون منطقة تضاغط او تز شخل لقضیب صلد تتحرك غلى طط هه ۰ 


حسابانطلاق الموجة 

رأينا في البند السایق ان الثابت ا » لحركة الور المحمل الستعرضة ۰ 

یساوی النسبة /5 حيث 5 يمثل الشد في الوتر ۰ هد تصبح طبعا هذ هالنسبة 

للوتر المستمر مالا نپاية عند ما تقترب ط من الصفر۰ ولکن اذا ادخلنا الكثافة الخطية 
او كتلة وحد 2 الطول صر » یکون عند نا 


( بت ۹۱) چم ام 

وا لذالك ٠‏ يمكن كتابةعلاقة 52 هالمعادلة (۱۱- ۸۸) ۰ 
على التحسو التالسي 

۶ و یوعد ۔‎ )٩۲۰-۱۱( 
حیسث تختصر 12 * عندلسذ يكون انطلاق وانتشار الموجات المستعرضة‎ 
کيا يلي‎ 
)٩۳۰-۱۱( 
وفسي حالسة التذبذباتالطولية ه ندخل معاسل المرونسة ۲ السنذی‎ 
6 یسرف بالنسسبة بسن القسوة والاستطالءة لوحدةالطول ۰ اذن ع‎ 
صلابسة مقطسع صغير طوله ظ معطی سن‎ 

٩٤۱۱ (‏ ) = 
ووفقا لذ لك » يمكن كتابةالمعادلة ( ۸۸-۱۱ ) عل والتحو 
التالبدي 


e )۹۵ ۱۱ ( 
ph م‎ 


4 ۲ ؟ 





مرة اخرى نرى أن ط تختصر ٠‏ اذ ن انطلاق انتشار الموجاتا لطولية في قذ 


مرن هر 
)٩۱-۱۱(‏ رک دم 
٩ -۱(‏ موجات منحن الجيب Sinusoidal Waves‏ 


في د راسة الحركة الموجية » الحلول الخاصة لمعاد لة الموجة 


ود 2_ و2 
عم 5-5 at‏ 


حيث © تمثل دالة جيبيسه في × و 8 ای 


in 

(x + ۲۶| )٩۲۷ ۰۱۱(‏ | ل 
SiR‏ 

(۱۱- ۹۸( اهب - ± حتف همهم ۸ = و 


ذ ات اهمية اساسية ٠‏ تمثل هذه الحلول اضطرایات منتشرة تتغير فيها الازاحة فسسي 
نقطة معينة > توافقيا مع‌الزمن ۰ سعة هذه الحركة هوالثابت 4ه والتردد £ 
هو کما يلي 

)۹٩۹ -۱۱(‏ سل = ی - 2 
علاوة على ذ لك » لقيمة مسينة للزمن © ٠١‏ مثل 0 = © » تتخیر الازاحة جیبیا مسح 
المسافة × ۰ المسافة بين ازاحتین متتاليتين في النهاية العظی اوالصفری هسي 


C1 


الثابت < + يسمي طول الموجة ٠‏ وتنتشر الامواج الميثلة بالمعادلة ( ۷-۱۱ 
باتجاه × السالب نت تلك التي تمثل بالمعادلة (۱۱- ۹۸ ) باتجاء × الموجب » ٠‏ 
كما هو مبين في الشکل TT TT‏ 

۱ ۱ 0 ۰ )٩۰-۱۱( و‎ )۸٩ -۱۱( بالمعادلات‎ 


ات ۸ 





۱-11 ۱ 


t=t2 
52 





الموجات المسستقرة 8 Standing‏ 

لما كانت معاد لة الموجة 6 المعاد ل(۱ ۷-۱ ۸) خطية 6 یمکننا تکپن اى عدد 
من الحلول بعمل تراکیب خطية من | لحلول المعروفة ۰ حدی التراکیب الخطية 
الممكنة ذ ات الا همية الخاصة هي التي نحصل علیپا من جمح موجتین سعتاهمنا 

متسا ويتان چنتشران في اتجاهین متعاکسین ٠‏ في رموزنا حل کپذا يعطي من 
رمك | A sin | (xve) | + ۸۸ sin‏ 4 2 و 
ماستخدام المتطابقة المثلثية المناسبة تجمیح الحد ود نجد ان المعاد لة تختصر السی ‏ 
27 
2 
حيث تعطى دب من المعادلة )11-١١(‏ ۰ ومثل المعاد لة السابقة مایسسمی 


پالموجات المستقرة ۰ هنا نری ان سعة الازاحة لاتبقی ثابتة وا نما تتغیر معقيمسة × ٠‏ 


x) cos (w *( )۱۰۰-۱۱( 





A sin )‏ = و 


TTY 


اذ ن عندما تكون... ,2/< 3 ,< ,۸/2 ,0 = × تكون الازاحة داشا 
صفرا أن يتلاشى إحد الجيب في هذه النقاط ۰ وتسمى الثقاط التي ازاحتها صفر 
بالعقد »ههد ٠والعكس»‏ لقيم × التي تكون فيا قيمة حد الجيب‌المطلقة 
تساوی واحدا ٠‏ ای.. ,52/4 ,3۸⁄4 ,۸⁄4 = × تكون سعة التذبذ ب التوافقي 
اسشی مي ۾ ٠‏ وسمی هذه النقاط بالبطون 4٥0ددخصھ‏ والمسافة بیسن ای 
عقدتين متتا ليتين أو بطنین منتالیین تساوی تماما نصف طول الموجة ۰ لقد بينت الحقائق 
السابقة في الشکل (۱ ۱۰-۱ )۰ 


بطن عقد ۶ 
الشكل (۱۰-۱۱) الموجات المستقرة 
تفسیر حركة الور المحمل بد لالسة الموجات المسستقرة ‏ 
.اذا قارنا معاد لة الموجة المستقرة » المعاد لة (۱۱--۱۰۰) مم حلنا المابق. 
لحركة الور المحمل» المعاد لة (۸۲۰-۱۱) نلاحظان التعبیرین متماثلان ٠‏ يمكن 
اظهار التمائل اکثر بملاحظة ان حل الموجة المستقرة سيستوفي شروط الحد ود لمسألتئيا 


الاصلية » ای ان 
گر اعد و 0 : 0 ع و 


شريطة ان تکون نقاط نهایات الور عقد الموجة الستقرة ۰ ونصاد ف هذا الشرط اذا كان 
طول الیتر £ هوعدد صحیح ۲ لانصاف‌اطوال الموجة » ای‌ان 


CTA 


a AD Ke )۱۰۱ 1١( 


عند حلا ل < والتصویض في المعادلة (۱۰۰-۱۱) تحصل على 


( ۱ے ۱۰۲) A sin | cos (w¥%)‏ = و 
n+1)h‏ 


وهذا یتفق مع حلنا السابق ء المعادلة ۱۱۱ ۰)۸۲ اذ في مواضع الجسيمات 
اليختلفةعندئا 
)1,2,2 = بد) طشع رع 
أذ ن يمكن اعتبار تذ بذ ب الور المحمل كموجة مستقره ٠‏ وكل صيغة عياريسة تحتوى على 
عدد صحيح معين من العقد في نعط الموجة المستقرة ٠‏ 
تماریسسن 
۱ ۱-۱ ۰ يتحرك جسيم في الجپد ذى البعد الياحد التالي 
(وگود - 2٥×‏ - 34)ءز = (۲)2 

حیث ‏ ,5 ثوایت موجبسة ٠‏ جد مواضع التوازن واحسب استقرارها ٠‏ 
٠ ۲-۱‏ يتحرك جسيم في الجهد ذى البمدين التالي 

(byط6‏ - >4 ~ َر + )ى = (7)2,7 
احسب موضح التوازن والاستقرار ٠‏ 
۳-۱ ۰ شریطان خفیفان من المطاط » طول کل منسما الطييعي ( غير الممطط ) 
هو £ صلايتبه × ١‏ ثبتت نهايتاهما العلييان بعيدا بعضهيا من بعض بسسافة 
2⁄٤‏ ولی نف سالمستوى ٠‏ وربطت نبايتاهما السفليتان معا ليحملان جسیما كتلته ۵ * 


f4 


جد الطاقة الكامنىة للمنظومة بد لالة الا نخقا ‌العمود ی 7 للجسيم عن الخسط 
الواصل بين الطرفين العلهين ۰ 
٠ ٤١١‏ برهن أن مضع التوازن في التمرين السابق یعطی من اکبر جذ ر موجسسب 


للبعادلة التالية 


0 = 02 + 201 9 + 20 - ج 


حيث ( ل ع2 )الههدة , ۲/2 = = ٠‏ جد القيمة الحقيقية للحالة 2 2 ٠.‏ 
١ه‏ ۰ مكعب منتظم كتلته هر وطول ضلمه 22 ٠‏ توازن على كرة خشنة نصف 
قطرها 8 ٠‏ اثیت‌ان دالة جد الطاقة يمكن التعبيرعنها كما يلي ٠‏ 

| 9 هذه bQ‏ + © همه (« + mg (a‏ = ۲ 
حيث © هي الزاوية بين خط التلاس والعمود من مركز الكرة ٠‏ من هذاء ائیسست 
با اذا كان التوازن مستقرا او غير مستقر معتمدا على کون 8 اقل اواکیر من « 
على التتالي ٠‏ 
٠ 3-0١‏ استقصي الاستقرار للحالة السابقةعندما تكون « = و ٠‏ 
٠ ۷-۱‏ نصفكرة متجانسة نصف‌قطرها ۾ تستند على قسة نص فكرة خشنة نصف 
قطرها ١‏ هبحبثكان السطحان المنحنیان متلامسين ٠‏ اثبت ان التمازن مستقر اذ اكانت 
۾ أصغرمن 38/5 ٠‏ 
١١‏ ۸ ۰ يتحرك جسيم كتلته 8 على خط مستقيم + كاليحير ‏ > ه الطاقة 
الكامنةتعطى من ٠‏ ورين » T(x)‏ 


حيث ۾ ,× هما ثاپټان ٠‏ جد مضع التوازن وزمن ذبذبات صغيرة للجسيم حسول 
مضع التوازن ٠‏ 


(° 


٩-۱‏ ۰ يتحرك جسیم كتلته = في جهد التمرين ,۰۱-۱ جد زمن ذبذیسات 

صغيرة حول مواضع استقرار التوازن ٠‏ 

۱۰-۱ ۰ احسب‌الترد د لذ بذ بات شاقولية حول مضع التوازن للجسيم في التمريسن 
له ٠‏ ۱ 
۰۱۱-۱ احسب ذبذ بة المكعب في التمرين ١١‏ ۵ ۰ 

۰ ۰۱۲-۷ احسب زسن ذ بذ بسة نصف الكرة المتذبذبة في التمرین 2-۱۱ ۷ 
۰۱۳-۱ كرة حديدية صغيرة تتد حرج الى الامام والخلف حول موضع‌توازنپسسا 
داخل تجویف کروی خشن ۰ جد زمن الذبذبسة ٠‏ 

۰۱-۱ قضیب‌منتظم 43 طوله ۶ وكتلته « ثبت طرفسه السفلي ۸ بمفصل ٠‏ 
وثبت الطرف العلوی 8 بكر مرن طوله الطبيعي 2/2 ۰ وثبت الطرف الاخر للوتر 
في نقطسة 6 التي تفع مباشرة فق القضیب‌بحیث‌تکون السافة 46 مساهة الى 2 . 
جد السلابة ا المتطلبة للتر بحيث يكون المضع الشاقولي للقضيب هواحد التوازن 
المستقر» جد كذ لك ازمان ذ بذ بات صغيرة للقضيب حول المضع ۰ 

۰۱۵-۱ اكتبالحل الكامل لمتذبذ ب‌توافقي مزد وج » المعادلة (۳۷-۱۱) » 
للشروط الابتدا ثية التا لية 

و و X=,‏ 0« ید وش د ود 0= 
۰۱-۱ جد الحل الکامل للبند ول المزد وج الشکل ۵-۱۱ 6 للشرط الابتداشي 


ای ۱ ۱ 
0 2 رع ۵ , 0 عا و و دع ©9 و0 -# 
عبرعن هذ» الحركة بد لالة الا حداثیات العيارية ۰ 


tT) 


۰۱۷-۱ احمب‌الترد دات العيارية للمتذبذ ب الترافقي المزد وج في الكل 
5١‏ للحالة التي يكون فیپا كتلتا الجسيمين غير تساوتین + ره و رط 
مصورة خاصة جد الترد دات لحالة 
1 = رال 

ا 

عبر عن النتيجة بد لالة الكمية E‏ 
رک) ع ړس 

۰۱۸-۱ جد الاحداثيات العيارية للتمرين المذ كور اعلاه ۰ 
تحقق من ان دالة لاکرانج تختصر الى مجموعات مربعة لهذ ه الاحدائیسات ٠‏ 
٠.٠۹۱۱‏ الترد دات العيارية للبند ول المزد وج في الشكل ( ۰-۱۱ ) 
للحالة التي یکون فيها طول الور العلوی و 2 والطول السفلي ج ۶ ٠‏ 
۰۲۰-۱ نابض مرن خفیف صلابته × ثبت طرضسه العلوی وعلق جسیم کتلته ا 
في الطرف السفلي ۰ ثم ثبت نابض ثاني صلابتسه ‏ في الجسیم وهو بد وره يحل 
جسیما کتلنه »2 في طرفه السفلي ۰ جد الترد دات‌العيارية للمنظوسة للتذپذپات 
الشاقولية حول ضع التوازن ٠‏ جد ایضا احدائيات‌العيارية ٠‏ 
۰۲۱-۱ نابض مرن تفیل صلابته وكثانت » منتظمتان يحمل جسيما كتلته 8 .٠‏ 
اذا كانت ع كتلسةالنابض و ع صلابته » اثب تان زمن الذبذية لذبذیات 
الجسيم الشاقولية هو 


و 


)ع + د 27 
1 


TY 


يبين هذا التمرين تاثیر كتلة النابض على زمن الذبذ بسة ٠‏ 
١‏ ۰۲۲ جد الاحدائيات العيارية في التمرين ١5 ١١‏ للحالة الخاصة 
= ۳ 0 28 = ۸ 


۰۲۳-۱ قضيبكلته = وطولسه 8 ربط احد طرفیه بنابض طوله 8 
وقد ثبت طرف النابض الثاني ٠‏ جد الترد دات العيارية لتذ بذ بالمنظيسة حول 
وضع التوازن العمودى ۰ افرض ان الحركبة في مستوى شاقولي واحد ٠‏ 

۰۲-۱ جد الاحداثيات العيارية للتمرين السابق عندما تكون ا « ه ٠‏ 
۰۲۵-۱ ضع المعاد لة الا ولية لحالة ثلاشة جسيمات مزد وجسة مرتبسة بصسورة 

خطية واثیت ان الترد دات الميارية هي نفسپا التي تعطیپا المعاد لة (۱۱- ۰)۸۰ 
اس ۲۲ ۰ بند ولان بسيطأ ن متماثلان ازد وجا معا بقوة تجاذ ب ضعيفة جدا تتغير 
مع مریح المسافة العكسية بين الجسیمین ۰ اثبت لازاحات صغيرة عن وضع التوازن يمكن 
اختصار دالة لاکرانج الى نفس صيغتبها لمتذ بذ بين توافقيين مزد وجين ٠‏ اثبت ايضا 
أنه اذا بدأ احد البند ولين متذ بذبا ركان الاخر ساكنا » عند ئذ سيتحرك البند ول 
الثاني ویکون الاول ساكنا وهكذا ٠‏ 

۲۷۲-١‏ ۰ جزيشة ثلائيسة خطية (مثل ١‏ 002 ) تتكون من ذرة مركزية کتلتبا 
« وذرتان اخريان كتلة کل منهما 87 ٠‏ والذرات الثلاث تقع على خط مسستقيم ٠‏ 
ضع دالسة لاكرائج لبذ ء الجزيشة على فرض ان الحركة تحدث في خط مستقيم 


tr 


( المحير - × ) وجد الضيخ العيارسة والترددات العيارية ۰ افرض ان القوة 

بين كل ذ رتيط متجاوتیسن یمکن تمثيلها بنابص صلابته ۶ ٠‏ 

۸(۱‘ ضح الصبسغالعيارية لحالة اربعة جسيمات مرتبسة بصورة خطيسة ٠‏ 

جد القيم العدديسة لنسسب الترد دات العيارية الثانية والثالشة وا لرایسة 

الى اوطا اوالتردد العیاری الاول ٠‏ 

۸ + ۸5 ۶ ترخفيف طول ه الطبيمي 4 وصلابته × مط الى طول‎ ۰۲٩-۱ 

وحسل بعسدد 2 من الجسيمات رتبست على مسافات متساوة على طول الره 

فاذا كانت « الكتلة الكلية لجميع الجسيمات 2 ٠‏ جد انطلاق الموجات الطولية 

والمستعرضة في الوضر ٠‏ 

٠ ۳۰-۱‏ حل التمرين السابق لاحالة التي يكون فيها الور قیلا كثافتسه الخطية 
م بدلا من ان يكون محملا ٠‏ 


۰۲ 
الفصل الثاني عشر 
النظرية النسبية الخاصنة ٠‏ 
The Special fheory of Relativity‏ 
الحديثة كما أن لپا تطبيقات تمتد من د يناميك النووية الى الميكا نيك السماوی قد 
اثرت هذ ه النظرية بعمق غلى مفاهیمنا للفضاء والزمن ۰ 
)١ -١۲(‏ ملاحظات‌تمپيدية Introductery Remarks‏ 


ان احدی التطورات المهمة التي حدثت في تاريخ الفیزیا* خلال الجز* الاخير 
من القرن التاسع عشر هي عند ما لفلسین جيمس کستاثرله ماكس سس وله 
1 6107۴ هنتع 3 _نظريته الكهرومغناطيسية للضو في عام ۲۱۱ ۰۱۸ اذ نجحت 
هذ ه النظرية في توحید کمیات ضخمة من المعارف التجرييية الخاصة في انتشار الضو * 
خلال الماد ة بد لالة خراص كبربائية ومغناطيسية معرفة لاوساطيازيمةه 
وإكن ٠‏ بالرغم من نجساح النظريسة الكبرومغناطيسية العظيم كا قدسبا 
ماكسويل في باد ی" الامر فانها كاننث تحتوى على صورة مشوشبة عن فرضيسة كا نسست 
سائدة في ذ لك القت حول وسط يتخلل كل شي* یسی بالاثير » وان اله سات 
الرياضيسة والاستنتاجات النظريسة لم تتطلب فكرة الاثير ولكسن تواجسد هالفيزيا سي 
كان يعتبر ضروريا لانتشار الضو' خلال الفضاء الفار غحتی ان ماكسويل ارتأى في سنة 
14 السهقد يكون من الممكن حساب حركة المنظومة الشمسية خلال الاثهير 
پملاحظة ا لتغييرات في انطلاق الضو الظاهرى وذ لك باستخدام طريقسة رور 
27 القديسة المتضمنة خسوف اقمار كمكب المشترى ولسو“ الحظ لم تكن 
البيانات الفلكية کافيسة الدقسة لهذا الغرض ٠‏ 
١ 0‏ ۲) تجرسة مكلسن ‏ مورلي fhe Kichelson-Morley Experiment‏ 
في هذا القت اصبح الفيزيائي الامريكي مكلسن الذ ى قا سانطلاق الضو قبل هذا 


۵ ۳ ؟ . 


القت بدقسة متتاهية مولعا بفكرة امكانية الکشف عن حركة الارض خلال الائیسر 
بواسطة الموجات الضوئية » فصمم لذا الغرض الخاص المدخال الضكّي 0261081 

interferometer‏ الذى يحمل اسمه الان ويستعمل في قياسات متنهة كثيرة اخرى 
وبين الشكل (۱۰-۱۲) رسما تخطیطیا لسه» تنقسم حزمة ضوثية من المصدر 8 
الى حزمتين بواسطة لوح زجاجي ظ هوعاکس جزئي للضو؛ ۰ فتنتقل احدی الحزمتين 
الى المرآة رك التي تعكس الضو مرة ثانية الى ۶ والحزمةالثا نية تمر هاشسرة 
خلال 2 الى المرآة ر« التي تعكس الضو ايضا الى ظ ٠‏ عندئذ تتحدالحزتان 
۱ لمنمکستا ن في 2 ونعکس جزه من الضو الى عي نالمشاهد في 0 ٠‏ 


M1 





الشكل ١ ١١‏ رسم تخطيطي لتجربة مكلس - مورلي 
مسبب تد اخل الامواج الضؤية الاتلافي رالتفرية » يشاهد نيط من الحسزم 
المتداخلة المضيشة وا لمظلسة او نيط هدبي في مجال الرؤيا ۰ ومکن جعل تمسط 
التداخل يتغير ببديبة واحد ة اذا ازیحت‌ای من المرآتین ولا او ر« مسافة 


فرق 


تقابل ازاحة مساية ل ج اطول الي اون الف و تخیر 
ندبي ۰ 

افرض الان ان كلا المرآتين عنى نفس‌المسافة 4 منالسفيحة 2 ۰ فاذاکان 
الجپاز لایتحرك خلال زمن (تعکاس الضو الى الاسام والخلف ه عندئذ تسود 
الموجتان الى ۶ في نفس‌القت ولتقیان بنقس الطور في 0 ٠‏ ومن نأحية ثانهة ه 
افرض ان الجهاز يتحرك بسرعة ۲ باتجاه الحزسةالابتدائية من 8 *فالزضان 
اللذ ان تستغرقهما الموبتان الجزیتتان بسفرتیپما المتتاليتين لن یکونا تما هین اذا 
فرضنا ان الضو؛ يسير بانطلاق ثابت © خلال الاثیر ٠‏ وهذه الحالة مشابهة لحالسة 
سباحین » احدهما يسبح ضد التيار ماتجاهه والاخر يعبر من جانب‌التیار الى 
الجا نب الاخر ثم یمود ۰ اف ن الميجة التي تذ هب‌الی را تسیر بانطلاق ‏ ۲-و ه 
بالنسبة الى الجپاز » چند عود ة هذه الموجة تسیر بانطللق نسبي قداره ۲ + © ۰ 
فالزمن الكلي و للذ هاب والایاب‌یکون اذ ق 


8 04 264 
2 6-7 6+ e 


معكس ذ لك » فان الميجة التي تسیر الى لا يكون انطلاقها النسبي #(2ج62) 
بالنسبة الى الجهاز من قانون جمع التجهات للسرع ۰ فالزمن + للسفرةعند مذ 
یکون ۳ 

2d )۲ (۱۲ب‎ 


ا تم " 1 
رقا لذلك ء الفرق في الزمن ۸6 يعطى من 


(۱۷- ۳( 3200 + ولك = عيطي يشي هه «رعیه - At‏ 
(e“y“)  (e“-¥“) 6٠‏ 1 2 
في هذ ه الفترة الزمنيسة يسير الضو؛ مسافة 


CTY 


۸ ۰ At 2 68 كت‎ 4 


هذا هو قرق الطريق ( الفملي ) مقابل الکسر 
(۱۲--1) 2رک ها 
و و + ) ( 3 = 

لطول موجة الضوه < ٠‏ 

لحركة الارض المداريسة حول الشمس » تکون قيمة ©/* حرالي ۱۰ ؟ ء 
وهذ | يسا وى فرق مسا راغلي يقد يجحا لي. عد سل طول موجة ضر * الصوديوم الاصفره 
هده 2610-2 لمسار طوله ۱۰ امتار و اد ۵ السابقة 
هي القيمة الصفری المتقعة لان قيمة ۲/6۵ للمنظوسة الشمسية التي تنتج 
د وران المجرة تقد ر بحوالي ٠١‏ - ۲ ۰ وهذا سیرفع قیسة فرق المسار الفعلي السابقة 
بمقدار مرتبتین) * 

كان مکلسن يأمل في تجارسه ایجاد تغییر هدبي عند د وران المدخال بزاهية 
00 وهكذ | يسبب تا ثیر ( رياح الاثیر ) الناتح بسبب حركة الارش تناها بين مساری 
الضو ٠‏ لقد اجرى العالم المذ کور تجربة اولية سنة ۱۰:۰۱ پاست مال مسار طوالئه 
ارا مشر * فكانت النتيجة سالبة ٠‏ ومع ذ لك » فان الكشفعن التغيير الپديي التقم 
بسبب حركة الارض المدارية » يكاد یکون مستحیلا ٠‏ هعد ست سنوات هالتعاون مسح 
مورلي 16027167 .8.۳ بني مدخال محسن مساره الضوثي الكلي یساوی ۱۱ سر 
قد نصب‌الجپاز على قالب من الکرا نیت طاف في بركة من الزثبق » فلوحظ التداخسل 
الپدبي باستمرار عند د وران القالب بزاية ۲۱۰ ” ۰ مرة ثانية وکما في التجرسسة 
لسابقة لم يلاحظ ای تخییر هدبي يمكن قیاسه ولو هذ ه المرة ۰ كان المتقع لکش ف 


CA 


بسهولةعن التغيير بسبب اعتبار انطسلاق الارض المدارى قط ٠‏ 
هد جاءت النتائج السالبةلهذء التجارب للكشفعن. حركة الارضخلال الاثيسسر 
مفاجأة غير متَجّعة لعلماء العالم ٠‏ لان الفكرة الثابتةعن وجوبانتشار الضوء 
في وسط ما خلال الفضا* اصبحت مرتابا في امرها ٠‏ مدلا من ان يترك العلما* مفهمم 
الاثير حاول عدد من الرياضيين ايجاد تفاسير بديلة ٠‏ 

ومن اشپر هذ ه المحا ولات التي قام بہا كل من لورنس 1020262 وفتز جيرالد 
4 منفرد | عن الاخر في عام ۰۱۸۹۲ نقد فرضا ان الجسم الصلد تتقلص 
ابعاد» الموازية لحرکنه خلال الاثير بنسبة ٠‏ * -(2/62+-1). وهذهالكمية 
في التقلص المعروفة بتقلص لورنس - فتزجیرالد تعاد ل المرات التي تجتازهفا 
مسارات الضوه في تجربة مکلسن - مورلي ولذ لك لايظهر تغيير هدبي ٠‏ 

هذه الطريقة بالذات ليست مرضية لشرح الحقائق العملية لان الفرضية 
لم تكن عرضة للتحقيق المباشر ٠‏ ان ای محاولة لقياس تقلص لورنس- فتزجيرالد 
بطرق القياس التقنية الاعتياديسة محكوم عليها بالاخفاق لان الجہاز يتقلص مع 
الجسم المراد قیاسه ٠‏ 


> ويج بان نذ كر بهذا الخصوص تجرسة أخيرة اجريت سنة ۲ من قبل کہ ی 
Kennedy‏ .82.37 ويرندايك E.8. Thorndike‏ انما استعملا في تجرہت ہما 


مدخالا لمکلسن فيه طولا مساری الضو مختلفان ٠‏ هد لوحظ التداخل الهدبي لفتسرة 
زمنيسة طولة (اشبر ) ركان المدخال خلال هذه الفترة مثبتا في المختبسر ولكنه 
طبعا يد ور مع الارض ٠‏ وكما في تجربة مكلسن ‏ مورلي لم تلاحظ ای ازاحة هدبيسة٠‏ 


السالبة » عند ثذ تبقى النتيجة السالبة لتجربة كندى - تورند ايك دون تفسير * 


<۹ 


فمن الضرورى عند ثذ وضع فرضية بخصوص قياس الزمن اذا استبقينا فكرةالاثيير ٠‏ 
هذه الطريقة لتفسیر الحخائسق التجريبية بصورة مختلفة عند ظپورها تبد ونير 
مرضية تماما خصوصا اذا كان بالامكان ايجاد معالجة نظريةعامة وسملة ۰ 
ولهذ » الحالة وجدت نظرية کپذ ه وهي النظرية النسبية الخاصة ٠‏ 
۰۳-۲ فرضيات آنشتين في النسبية الخاصة 
Einstein's Postulates of Special Relativity‏ 
افترض آنشتين في سنة ۱۹۰۵ آن مفهوم الاثير والحركة " المطلقسة" فيه 
لامعنى لہا كليا ٠‏ متبصر مدهش تبذ فكرة الاثیر کی" غر ضرورى چوض | 
عن ف لك عرض اسلها جذ ریا وجدیدا للبحث يستند على فرضیتین اساسیتیسن ٠‏ 
١‏ تصح قوانین الفیزیا* بصورة متساوية في جمیم المحا ور المرجمية للاستمراية 
Inertial reference 5758‏ . 
۲- يكون انطلاق الضو؛ ثابتا لجميح المشاهدين بغض النظر عن ايسة حركة نس ة 
للمصدر اوالمشاهد ٠‏ 
وهاتا ن الفرضیتا ن تکونان اساس النظرية النسبية الخاصة (۱). 
والفرضية الاولی هي امتداد لشرحنا السابق عن المحاور المرجعية للاستمرارية 
في البند (ه - ۲ ) لتضمنها جميع قوانين الفیزیا* ولیس‌فقط قوانین نیون للحركة 





(۱) عالجست النظرية النسبية العامة التي صاغپا آ نشتین سنة ۱۱۱۲ 
المحاور المرجمية نيو المستمرة ٠‏ وقد تركزت بصورة كبيرة على ظاهرة 


٠ الجاذبيية‎ 


° 
كما ان آنشتين لم ینسی قوانین الكہروغناطيسية حيث اورد في بحشه مايلسسي )٩(‏ ۰ 
ان المحا ولات الفاشلة لاکتشاف اية حركة للارض بالنسبة ” للوسط الخفيف” توحي 
ان ظاهرة الكبرههناطيسية كا لميكانيك لايمتلكان خواص تتعلق بفكرة السكون المطلق ٠‏ 
واستمر آنشتين‌في نفس لهال الخاص بعمله المشپی لیواکد على فزضيته الثائية 
والتي هي اروع الفرضيتين ٠‏ كما انه ضع فرضية اخرى تظهر وكأنها.متناتضة مع 


السابقة وهي ان الضو ينتشر دائما في الفضاء الخالي بسرعة 8بتسة تساوى » وهي 


Fhe Lorents Transformation تمحوپلات لورنتز‎ ) 1-۲ 

سنطبق في هذا البند فرضیات النسبية لاستنباط المعاد لات الرياضية لتحيل 
قیاسات‌الموضم الفضائي وا لزمن بين مشاهدین 8,4 یتحرك کل منهما بالنسبة الى 
الاخر بسرعة ثابتة ۲ ۰ ان النتيجة » التي تحرف بتحولات لونتز سوف‌تکسسون 
الاساس لاستنتاجات اخری من الفرضيات (۳) ° ۱ 

لنمثل محاور ۸ ب 0272 یحایر 8 ب 0272 ولتسپیل البحث سنفر ض 
ان المحوران 02 وا وهلم جرا توازیان على التتالي» وان الحركةالنسبية 
تکون باتجاه × » ای أن ٠‏ المحاور التي تحمل الفتحة تتحرك پالاتجاه با نطلاق ۲ 
بالنسبة للمحا ور التي لاتحمل الفتحة (الشکل ۲ ۱ب ۲ )۰ 


A. Einstein Ann. Physik, 17, 891 (1905), English ۲ 


franslation by ۲۰ Perrett and G.B. Jeffery in the 
Pri 21016 of Relativity, Dover, Kew York, 1923. 


(۳ ) لورنتز هو اول من استنبط التحويلات سنة > ١1١‏ من فرضيات | لكهرومغناطيسية 
ولكن آنشتين اكتشفها بصورة مستقلة مين انها تنتج من فرضيات النسپية ٠‏ 


44١ 
الان اذا كانت نقطتا الاصل 0 و 0 متطابقتان في الزسسن 0 = + ء‎ 
ووفقا لعلم الحركة المجرد ة النيوشسسوني‎ ٠ ۳۶ عندثذ المسافة 00 تساوى‎ 
او الكلاسيكي تکون معاد لات | لتحوبلات عند ثذ‎ 


(۱۲س ۵) 


ی 4 بو جع 
!1 
مه 


i 
e 


المعادلة = تعبرعن المساواة المفروضة لقياس الزمن للمشاهدين ٠١‏ يستخدمان 


ساعنین شدابقتین ) بعض الا حیا ن یسمی التحویل المذ کور اعلاه بتحویل غالیلو ٠‏ 





الشكل (۲-۱۲) : منظوتا المحاور في حركة نسسبية 


3! 


افرض اننا نعتبر تجرسة خاصسة ينبعث فيا وميض ضوثي من النقطة 0 في 
اللحظة0 = 6 عندما تكون نقطتا الاصل 0 و0 متطابقتین ٠‏ ستنتشر الموجة 
الضوئية في جميع الاتجاهات با نطلاق © ٠‏ يمكن اذ ن تمثیل جبهة الموجسة | لضوليسة 
بكرة متمد د ة تعطي بالمعادلةالتالية ٠‏ 
(1-۱۲) 2 ے 2ے ب+ گی ب × ے لم 
وفقا لتحويلات فا لیلوه تکون معاد لة جبهة الموجة في المحا ور التي تحمل الفتحسة 
علی النحو التالي 
(Y—۱۲(‏ 
هذه معاد لة كرة نصف قطرها ۵4 متمركزة في النقطة “78 عد على المحور ٠×‏ 
الآن ه اذا كانت المعادلة المذ كورة اعلاه صحيحة ه تتحرك چبهة الموجة بانطلاق 
۲ - »ه بالاتجاء الموجب للمحور > .مانطلاق + + » باتجاهه‌السالسب» 


(x + - ١ + 1*2 + 22 5 2 


وواضح ان هذا يناقض الفرضية الثانية ٠‏ لانسه وفقا لهذ » الفرضية يجب ان تنتشسر. 
جبهة الموجة بسرعة © في منظوشي المحاور ٠‏ معبارة اخری » يجبان يرى 

المشاهد 8 ايضا موجة منتشرة في چمیم الاتجاهات بانطلاق ۵ ۰ فيجبان تكو ن 
معاد لة جيپة الموجسه في المحا ور التي تحمل الفتحة على النحو التا لي 

(۱۲- ۸( چم ے 2ن 2277م + 2 × 

بدلا من المعادلة (۲ ۷۲-۱ ) 


نبغي الان ايجاد تحول يستنتج المعاه لة(۲ ۱- ۸) من المعاد لة (۱۲- ٠)1‏ 


tr 
والتحویل الخطي  ۰۲ لحسن الحظ من النوع العام التالي‎ 
×= گربه + عیبه‎ )٩-۱۲( 
4  هرر<‎ + اوه‎ 
لما كانت | لحركة النسبيية‎ ٠ ستعطي النتيجة المطلمة بعد اختیار مناسب للمعاملات‎ 
باتجاه “** فيمكننا ان نفرض برع و #ط له والتعويض في المعادلة‎ 
٠ تحصل على‎ )1-15( 


(۱۰-۱۲) 1 + عارية)2ه 2و + 72 + 2ه + (ax‏ 


هذه المعاد لة يجب ان تکون متطابقة مع 
چگ = 2 + َر + x2‏ 
اذ ن «عند فك ومساواة معامل الحد ود المتناظرة » نجد ان 
0 = ووهريةةه - ويقرية 1 ۰ گروهگه - 2ريه 
( ۴ے ۱۱) ەت ەە ¬ ويه 
الان » عند نا اربعة مجاهيل ولكن ثلاث معاد لات فقط ٠‏ ولكن نعلم ان النقطة 0= × 
هي نقطةالاصل © التي تتحرك بانطلاق ۳ ٠‏ باتجاه *. 





(؟ ) اذا كان التحول غير خطي ه عندئذ تظهر الحركة المنتظمة في احدى المحاور 
معجلة لمشاهد في المحا ور الثانية*٠‏ هذه ليست حقيقيسة لان کل سن 
منظوشي المحاور غير معجلة بالنسبة الى الاخرى ٠‏ 


5545 
أذ ن المعادلة 
( ۲ے ۱۲) 5 ويه + رة = 0 ع 2 


يجب أن تختصر الى 





x= ۷‏ 
هذ لك تحصل على معاد لة رابعة هي 
(۲ 1ے ۳( ي 7 
من المعادلتين (۱۲- ۱۲) و (۱۲- ۱۳) نجد بعد استخدام قليلا من الحسابات 
الجبرية ان المعاملات هي 
ا ويه * یه 
ean‏ 8 به 
> ع2 
8 
0 
حيسث 
2 
(۱۲ ۱۵) ۶ ریک - 1) = ل 


اذ ن التحول التالي يستوفي متطلباتنا وهوان معاد لة جبهة الموجة المنتشرة هي 


(x = ¥$)‏ $ تي 

9 )١815( 
آ يو‎ ۶ 7 

sms 


(سچب - *) لا t=‏ 


{to 


هذا هو تحويل لورنتز الذ ی يعبر عن الجوهر الرياضي للنظرية النسبية الخاصة 
ويمكن البرهنسة بسپولة على أن معكوس التحویل الساین هو 
3 + ) ¥ 
(۱۲-۱۲) 7 در 
و 
2 


5 
ل 


0 


0 2 
مكل + ) 1 
0 
نوی انسه اذا كانت ۳ صغيرة جدا بالقارنة معانطلاق الض؛ث » عندئذ ۷ تساوئ 
واحد] تقريبا مختصر تحويل لورنتز الى تحویل غاليلوفي الغايية ٠‏ 
(۱۲- ۵) نتائح تحویل لورنتز ‏ تقلص الطول مديد الزمن 
Consequences of the Lorentz Transformations‏ 
Length Contraction and Time Dilatation‏ 
هناك استنتاجان مد هشان ومباشران يمكن ان نستلمبما اذا فرضنا ان تحویسسل 
لورنتز يضح فيزيائيا ٠‏ اعتبر اولا قياس الطول لقضيب ٠‏ لنفرض ان القضيب مثبت في 
المحاور التي تحمل الفتحة وواقع على طول المحور ×0 »عندئذ طول القضیسب 
کا يقيسه المشاهد 8ههو 
7 و = وط 
حيث ‏ 5 مود هما احداثيا طرفي القضيب ٠‏ الان تتحول الكبية × - مي 
قا لتحول لورنتز كالاتي 
vt)‏ - وب > الفا - z= 1 [=a‏ - 2 = ما 
[(۱* - ے) + - ت] ۱ = 


حيث د - ر× = 1 ٠‏ على فرض أن المشاهد ۸ یقیس موضعي طرفي القضیب 


C1 
ر فعندئذ تختدر المعادلة‎ = 8. ٠ في نفن‌الت (بالسبة لسه) ه اى ان‎ 
المذكورة اعره الى‎ 


1 7 = ول 


او 


| 2 
1 - سك‎ To )۱۸ ~۱1 ( 
© 
۱۰ 


۲ 
۱۱ 
<| ب‎ 
Oo 


"ول القنبيب المتحرت قد ار بنسبة 1⁄86 ٠‏ هذا التدبرالذلاحری يساوى عد دیا 
تقلس لورنتز - فتزجیرالد * ولكن مغن‌ومي التفلصین‌مختلفان ٠‏ لقد اعتبر تقلص لورنتز س 
فتزجیرالد حقیقا ولو انسه ذاهرة لایمکن قياسما © بينما المفروض هو امكانيىة قیسساس" 
التقلس النسبي » ولو انه تاثیرظاهری ٠‏ 

ثم لنقارن فترات زمنيسة ه كما تحسب من تکتکسات ساعة كبيرة ه يقيسب سا 
المشاندان » لنفرش ان الساعة في حالة السکون في المحام التي تحمل الفتحة ٠‏ 
فالفترةالزمنية To‏ بين تكتكتين متا لیتین وتا 0 و و = هسي 


م ۳ 


او 


[لوه - يد ول + «وه - )| ا 


(ید - يع) و م + م۲ ¥ 


لما كانت الساعة في حالة سكون في المحاور التي تحمل الفتحة ٠‏ عندئذ 


۲ 
وونقا لذ لك 


5 


5 = م1 ۶ ۰ 8 
(۱۲- ۱۱) سر = و" J‏ 


ان ن لایتفق المشاهدان على الفتراتالزمنية بين التکتکات ٠‏ المشاهد ۸ يقول 
أن الفترات هي اطول مما يقوله 8 ٠‏ فالساعة المتحركة تظهر بانپا تنقص في 
الزمن بنسبة 1 ٠‏ 

وفي المناقشات السابقة لايهم ابدا ان يسمى اي من المنظوتین بالمحاور المتحركة* . 
ود يكون | لقضيب المقاس والساعة منقولين في المحاور التي تحمل الفتحة او التي 
لاتحمل الفتحة واى من المشاهدين قد يجد ان القضيب الاخر ظبر اقصر والسساعة 
الاخرى ذابرت قصرة في الزمن ٠‏ د تبد و هذ ه التعابير لاول وهلمة متناقضة ولككقين 
الامر ليسكذ لك ه لانہا نتائج مباشرة لتحويل لورنتسز الذ ی يستنبط بد وره من فرضيات 
النسبية ٠‏ 

قد يكون من النافع ملاحذلة ان تحويل لورنتز يقتضي ضمنيا ان المسافة المحضة 
أو الفترة الفشائية في أحد ى المنذومتين تخار كتركيب من مسافة وفترة زمنية في المنظومة 
الاخرى ٠‏ والتمائل تد بر فترة زمنيسة محضة في منظوسة كتركيب لفترة فضائية وزئيسة 
في المنظومة الاخرى ٠‏ 

التواقت ونسپية الزسن 
Simultaneity and the Relativity of Time‏ 

تبين الملاحظات السابقة ماقد يكون الفرقألاساسي بين نسبية نيون ونسبية آنشتین ٠‏ 
خصو » اذا كانت رة = رة في احدی المحاور المرجعية » بحیث‌تمثل الرسسوز 
السفلية ‏ 1 ,2 الى حدثين متزامنيسسن في تلك المحاور وليس من الضروری أن تكون 
القيم القابلة للزمنين 87 و رخ متساوية في محاور مرجعية مختلفة ٠‏ همبارة اخری» 


A 


یتحفق مفو م التقیت نقط في محا ور مرجعية خاصة ۰ فاذا تقبلنا قواعد النظرية النسبية 
الخاصة » فعلينا أن نتخلی عن فكرتنا الاولية والحدسية وهي ان الفضاء والزسن 
متمیزان ومطلقان ٠‏ 
5 1) القضاء والزمن Space-time‏ 
في محا ور مرجعية معينة مكونسة من مجمهة محا ور ومنظوسة ساعات لقيا سن الزمن ۰ 
فیجموسة القيم ( ۴ 2۰ :7 ,× ) يعيسن موضع في الفضاء تمیتا كاملا في فتسسرة 
زمنية خاصة تسمى حدث 7628© ٠‏ ومكن اعتبار الحدث نقطة في اربعة أبعاد 
مستمرة تسمى الفضا* وا لسن * ويمكن تمثيل الحد ث الماضي والحاضر والمستقبل لجسیم 
متحرك بمنحني واحد في الفضاء والزمن ٠‏ وسمی هذا المنحني بالخط العالمي للجسيم ٠‏ 
وواضح من تحولات لورنتز ان تجزئسة الفضاء ٠‏ الزمن المستمر الى فضا وزسسن 
يعتمد على المحاور المرجعية الخاصة » اى على حركة البشاهد ٠‏ والمشاهس دون 
المختلفون یجزوانبا بطرق مختلفة ٠‏ 
منحنیات الفضا* رالزمسن Space-time Diagrams‏ 
لكي نرضح الخطوط العالمية بيانيا © من الضروری طبعاه حذف يعد واحسسسد 
على الاقل من الابعاد الفضائية ۰ ابسطها اخذ احدائي فضائي واحد والزمن ه بحیت 
یکون بياني الخط العا لي عبارة عن رسم اعتیادی للمسافة ضد الزمن ٠‏ عند ثذ ه كما فسي 
الحركة المجرد 7 نر النسبية » تکون الخطوط الما لمية للجسیمات التحرکسة بسرعة 
تابتسة مستقيمة + بينما تکون الخطوط العالمية للحركة المعجلة منحنية ٠‏ 
ان تمثيل تحويلات لورنتز على منحني الفضاء والسزمن يلقي الاضواء الكاشفة علىذ لله ٠‏ 
لنبدأ بالاحداثيين ×و + للمحاور التي لاتحمل الفتحة كخطين متعامد ين متقاطعين ٠‏ 


541 

عند ثذ تحصل على المحا ور التي تحمل الفتحة كما يلي ٠‏ اولا 6 المحور ± هوذ لسك 
الخط الذى يقابل 0 = * ٠‏ اذن نوی من تحولات لورنتز ان معاد لة هذا الخسط 
هي ۷/۵2 بدلالة المحاور التي لاتحمل الفتحبة ٠‏ ثانيا هللاحدائسي ٩‏ 
عندنا 0 = × ٠‏ وعطي تحولات لورنتز ۳۷ = × لهذا الخط» اذن ٠‏ تسیل 
المحا ور التي تحمل الفتحةعن المحا ور التي لاتحمل الفتحسة كما هومبين في الشكل 
5 ؟ ٠‏ بالمناسبة ه نلاحظ ان تحولات غاليلوتعطي ایضا ۲۹ = × للمحسور 
١ # -‏ ولكن المحور ‏ ینطبق على المحور - × لان تحوبلات ضالیلو للزسن 

هي وب وه 4 





الشکل (۱۲- ۲) احدائیات حد ث في نظامین محا ور مختلفیسسن 
و لفرق الرئيسي بين تحویلات غا ليلو ولورنتز هو اللقاییس ۰ تعين علامات اللقیاس 
على المحاور التي تحمل الفتحة هن تحولات لورنتز على النحو التالي 


العلاسة 1 اد ,820 مضعبا في اللقسلشلة ‏ 1.لا =× ه 


۹ 
٠ > ( 5 v/0). 1‏ پالتمائل » موضععلامة قیاس‌الزسین 0 =× ٠‏ 
1 » * في النقطة ۲(۰1 8# )سد ,1. ۷ = + ٠‏ بالاستمرار علی هذا 
النحوه يكون من الممكن بنا* مجموة كامله من علامات المقیاس وشبكة خطوط محسز ز 
متقاطعسة تعتطي احدائیات ای حد ث في ای محور من المحا ور المرجعية التي تحصسل 
الفتحة اوالتي لاتحملها ٠‏ مصررة خاصة » لما كان انطلاق الضو ثابتا في جمي سح 
المنظرمات المرجعية ء عند ثذ يكون للخط العالمي لوبیض ضوئي تفس المعاد لة في‌ای من 
منظوتي المحاور ( 6ه = × و08 = × )كما هومبين في الشكل بالخط المنقط ۰ 
لقد ضح تقلیس الطول تمديد الزمن بسپولة في مخطط الفضاء والزيسن ٠‏ 
خذ » على سبيل المثال » طرفي قضيب مترى٠‏ فاذا كان القضيب المترى في حالسسة 
سكون في المحا ور التي تحمل الفتحة وکان احد طرفيه في النقطة 0 = × والاخر 
في النقطة 1 =× عندثذ يقطعخطا طرفيه العالميين المحور - عدفي النقطتین 
0 ولد ٠‏ كما هومبين في الشکل 6-۱۲ (1 ٠)‏ والمسافة :0 تمثل الطول‌التقلس 
للقضيب المترى في المحا ور التي لاتحمل الفتحة ٠‏ مالتمائل اذا كان القضيبالمتسرى 
سأكنا في المحاور التي لاتحمل الفتحة وکان احد طرفيه في النقطسة 0د والطرف 
الاخر في النقطة 1 = × عندئذ ه يقطعخطا طرفیسه العالميين المحور > 
في النقطتين 0 و 1 * الشكل 1-۱۲ ب فالسافة 02 تمثل الطول المتقلص 
للقضیب الترى في المحاور التي تحمل الفتحة ٠‏ 
لروكية تمديد الزمن ٠‏ اعتير الحدثك 0 = × ,1 = * كما تبينه ساعة في 
حالة السكون موضحة في نقطة اصل المحاور التي تحمل الفتحة٠‏ يظبر هذا 
الحدثفي الزمن 1. أ = #8 في المحاور التي لاتحسل الفتحةه 





الشکل ۲ ۱ب ؟ ی ان ال اف متس 
( قضیب مترى ) ( ) قضيب في حالة سكون في المحا ور التي تحمل الفتحسسسسة 
(ب) قضيب في حالة سكون في المحا ور التي لاتحمل الفتحة ٠‏ الخطان المالمیان 
في طرفي القضيب ينان بالخطوط المنقطة) ٠‏ 
هالتبائل الحدت ‏ 1 = + , 0 = × كما يقرأ من ساعة في حالة السکون في 
المحا ور التي لاتحمل الفتحة ه يحدث‌في الزمن 1. ١‏ = 4 في المحاو التي 
تحمل الفتحة» المعلّمة ۴ في الشکل ٠‏ في کل حالة تظپر الساعة في المحساور 
المعاكسة تبطي» ٠‏ 


7 ۰ الرحلة الفضائية ام التناقض الظاهرى 
‘Space fravel and the Twin Paradox‏ 


افرض ان مسافرا بدأ بانطلاق عال رحلة الى نجم بعيد ۰ لنفرض ان رحلته 


تستخرق فترة زمنية معينة مثل 1 » كما تقاس بساعته التي یجملپا مه ۰ 





(الشکل ۵-۱۲ يضح تنقيص الساعة المتحركة الظاهری ۰ المحور ‏ ۷ هوالخط 
العالمي للماعة في المحا ور التي لاتحمل الفتحة والمحور ¢ هوالخط العالسسي 
للساعة في المحا ور التي تحمل الفتحسة) ۰ 
افرض انسه بعد وصوله توف ودار بسرعه‌عاثد! الى الارض بنف سالسرعه بحيث كسان 
زمن الرحلة الكلي هو 228 ۰ وفقا لتحيل لورنتز » المعادلة(5١5١)‏ ء 
لایتأثر عامل تمديد الزمن 8 باشارة ۲ .هنا على ذ لك يكون الزمن الكلي للرحلة 
الانكفائية كما قيست بساعات‌الارض هو ( م23 ) ۷ »ای انسهاکبر بالعامل ¥ 
من الزمن الذ ی قيس بساعة المسافر ٠‏ الان » من المسلم به ان جمیع ا لعملیات التي 
تتاشر پالزمن » بضمنپا ضریات القلب » العمر» وهلم جرا داخل المركبة الفضائية 
ستتغير بنفس المعد ل الزمني كالساعة المتحركة » ( هذا یتفق مع الفرضية الاولی ) ۰ 
اذا كان الامر كذالك » فان الذ ی یقوم برحلة فضائيسة وکان له اخ توام فانسه سيعود 
وهو اصفر من اخيسه التؤام الذ ی بقي في البیت ۰ ولکن سبق ان بینا أن تمدید الزمن 


{or 

هوتأثير معكوس فکل من الترأمين یستطیعان یوکد بان الاخ الاخر هوالذی قسام 
با لسفره ولذ لك كل منم‌ما يدعي بان الاخ الاخراصبح ادمغر منسهء وهذا هوتواً م ب 
التناقض الظاهری المشپور الذ ی دار حولسه جد ل كثير ٠‏ ویمکن حل هذا التناقض 
بملاحظة ان الرحلة الحقيقية هي التي قام با الاخ التوأم الذی غير اتجاه سرتسه 
هذ لك عانی تغییرا من محاور مرجمية الى اخری ٠‏ ویکون هو الذ ی اصبح اصنسر سنا 
من الاخ التیأم الذ ی بقي في محاور مرجمية واحد : ٠‏ 

يمكن تضيح مزایا العمر غير المتماغل على منحني الفضاء والزمن ۰ لنسم الترأميسن 
بالرمزين 4 ,8 » ولنفرضان 4 يبقى في البیت و 8 يقوم بالرحلة فالخطان 
العالميان للترأمين هما 04 و وه و08 في الشكل 1-۱۲ ٠‏ 
تتضمن المسالة ثلاشة محا ور للزمن ٠‏ اولا ٠‏ عند نا المحور ‏ »+ الذى لايحمل الفتحة 
وهو كذ لك الخط العالمي للتأم ۸ ٠‏ 
ثانياء هناك المحور ‏ 8 وهوالخطالعالمي للترأم 8 خلال الجه 
الخارجي للسفرة ٠‏ اخييرا » هناك المحور - 4 الذى موخط ف العالمي 
لرحلسة الصودة ٠‏ الخطوط العالمبية الشلاث معلمسة بمقاييسما الزمنيةعلى 
التتالسي كسا حسبت مسن تحويل لورنشز ٠‏ یظر الشكل ان الزسن الكلسي 
على الخط العالسي 08 يكوناكبرسنالذىعلى وظ ر08 ٠‏ 

Proper Time الزمن المناسب‎ 

اذ! كان على المسافر الفضائي في الشرح السابق ان یسافر با نطلاقات پاتجاهات 

مختلفة عند ئذ سيكون خط ه العالمي اکثر تعقيدا من الرحلة المهاشرة ذ هابا ويا با * 





xX 


الشكل 1-١١‏ : العمر غير التمائل للترأمين ٠‏ الترأم ۸ يبقى 
في البيست رافتأم 8 یقوم بالرحلة ٠‏ 
ومع ذ لك » لازال بامکاننا بناء قياس زمني على الخط العالمي للساعة التحركةء 
وهذ! الزمن یسی بالزمن المناسب ٠‏ لنستعمل الرسز 7 ليشيراليه٠عندفد‏ ء 
على ای جز* صغير من الخط العالمي للساعة المتحركة يرتبط عنصر الزسن المناصسب 
7 بعنصر الزمن القابل له في المحا ور الثابتة بالعلاقة التالية 


at )۲۰-۱۲(‏ #(2و/2م - 1( لكف 7و 


حيث ۲ تمثل الانطلاق الاتي للساعسة المتحركة ٠‏ اذ ن ه بين ای حدئین علسی 
الخط المالمي للاخير ٠‏ عند نا 


> ۵ ۵ 


م 
a‏ #(2و/2م - 1( 0 > 1-7 


51 
الاان عندما 0 # ۳ يكون التكامل دائما اقل من واحد » اذن 
وه - و* > 72-71 


معبارة اخری » فترة الزمن المناسب بين الحد ثين یکون دائما اقل من فشرة الزمسن 
القابلة لها والمسجلة على المحاور العرجمية الثابتة بغض النظر عن شكل الخسط 
العالمي للساعةالمتخركة ٠‏ 
۸-۲ نسبية الحركة المجردة ٠‏ تحويلات السر ع 
Relativistic Kinematics. Transformation Of Velocities‏ 
من تغاضل المعادلات (۱۲- ۱۷) التي تمثل تحویلات لورنتز نحصل على 


(۷۲۵۷ + جة) لا = az‏ 


a ayُ )۲۱ -۱۲(‏ 
= ل 
dz = 7‏ 
dx)‏ كل + هو) 1 = dt‏ 
0 
اذ ن 6 بالقسمة » نحصل على 
ج ول بایان 
6 
م 4 
مت ت 


(يجة ول + به) | 
© 


‌ 











dz. _ 05‏ 
EEE‏ 3 
او E‏ 
ETE )۲۲-۱۲(‏ 
سوت ی رز 
© 
(۲۳۰-۱۲) فد ی 
مكل + ۷)1 
0 
(۲۰-۱۲) 5 27 
(سجب + ديلا 
فق 
x= ۹ ۰‏ جه 506 لتما* 7 مئنتقات 0 ۳ 
st‏ اع FF‏ × » مالتمائل نحصل على 7 و 2۶ 
ونحصل على لوب تحویلات | لسرعة بسپولة كما يلي 
(To 1۲)‏ 7ک =+ 
VX‏ 
س - ل 
o‏ 
E EE EEE )۲۱۰-۱۲(‏ 
مخ -1) ۷ 
0 
E )۲۷-۱۲(‏ ا كر 
كت - )۷ 
زفق 


لاتتحصد بعد ذلك بنفس الطريقة التي كانت تتحد بمها في الحركة المجردة النيّونية ٠‏ 


{oY 
* = 2 على سبيل المثان .۶ افرض أن الشاهد 8 يرى جسيم يتحرك بسرعه‎ 
في محا وره ( التي تحمل الفتحة) ۰ اضف الى ذ لك » لتفرض ان المحاور التي تحمل‎ 
الفتحة تتحرك بسرعة 0/2 باتجاه × بالنسبة للمحاور التي لاتحمل القتعسة‎ 
المشاهد 4 )٠عندئذ ونقا للمعاد لة (۱۲- ۲۲ ) تكون سرعة الجسيم في المحاور‎ ( 
التي لاتحمل الفتحة لاتساوی » وانما تساوى‎ 


© 
وكمثال ثانه نلاحظ اذا كان شي" ما يتحرك بسرعة © في احدى المحاور»ء مشل 


o2 
عند لد‎ × = © 
لتك م ع‎ o 
1 + 2 
e 


اى انه يتحرك بسرعة © في المحاور الاخری ایضا ٠‏ وهذا یتفق مع فرضية النظرية 
وأخيرا لنفرض ان جسيما يتحرك في المستو ‏ ود ٠‏ ولنفرض ان متجه سرعة 
الجسيم يميل بزاوية ۵ معالمحور ‏ هد » بحيث يكون 





ع = 9 tan‏ 
عند ثذر من معاد لات تحویلات السر ع » نحصل على 


E E AE مهفا تع‎ )۲۸ ۰۱۲ ( 
x 5 )2-( ۷1 v/z) 


یه تين شب اة والتحور > كنا يليما معاعد ني الحا وراي من 
الفتحة ٠‏ في السحوكة المجردة غير النسبية » سوف لایظهر المامل لا ۰ وهذا 
يعني ان “© هي اصغر في النسبية منها في الكلاسيكية ٠‏ 





tA 


Relativistic Particle Dynamics. The Variation of 


Mass with Velocity 

نستمر الان في استقصاء المسالة الاساسية وهي كيف تواگر تحريلات السرعة النسبية 
على قوانین حركة الجسيم عند اعتبار القوى والكتل ٠‏ نختار لهطذا الغرض مثالا بسيطاً 
يمكن التنبو؛ بنتائجه من فرضيات التناظر الاولية ٠‏ 

اعتبر تصادم جسيمين متماثلين ٠‏ وافرض ان التصادم تام المرونىة بحيسث يرتد 
الجسيمان د ون تغيير في انطلاقهما النسبي ٠‏ ليقترب الجسيمان احدهما من الاخسر 
على طول مسارين متوازيين بسرعتين مسای‌تین وتماکستین في محا ور مختاره بصبورة 
مناسبة مثل 0357 كما في الشكل ۷-۱۲ () ٠‏ وتحد ث الحركة كليا في المستوی 
× ۰ قد صنف‌الجسیمان بالرقمين 1 و2 ورکبتا سرعتیم‌ما الابتدائیتیسن 
ب ( لو ,× ) و ( 3 و 2ح) على التتالي ٠‏ ويعاني کل من الجسیمین » 
عند التصادم انعکاسا في مركبة ب لسرعتیهما » اما مركباتهما باتجاه × فتبقی دون 
تغيير » اذ ن المرکیتان النبائيتان هما » ( 3 و ۶ )و( , )كا هومبين 
ا م2 

لنصف يعد ذ لك » نفس‌التصادم في محاور مختلفة مثل 0×7 والتي تتحر ك 


پسرعة ۴ پاتجاه × با لنسبةاللمحا ور التي لاتحمل الفتحة ٠‏ 
ولم يعد هناك » في المحایر التي تحمل الفتحة » تصادم تام التناظر ولذ لك مسن 
الضروری استعمال رسوز سفلية لتشیر الى سرعتي الجسيمين ٠‏ 

ان مركبات السرعة الابتداثية في المحاور التي تحمل الفتحة هي ( 51“ وی ) 
و ( و3 و و5 ) للجسیمین 2,1 على التتالي ٠‏ معد التصادم تعاني مركا 


2 


۰ 0 م 2 لا 
(x ( (K1)‏ 







(2 7( 
نم r)‏ 
(ر و و وگ 


(ب) 


محا ور مختلفي : 


0( 
الشكل ۷۰-۱۲ منحنیات المتصادم المائل المرن في نظامين 





تغییرا في الاتجاه بينما تبقی مركبتا ۱ دون تغيير ٠‏ فالقیم النهائهسة تكو ن 
ادن( 71 , 5 )و( و3-, و ) كما هو مین في الشکل ۷۱۲ب ٠‏ 


وونقا لقواعد تحویلات السرعة ٠‏ البند 7١5‏ تحصل للجسیم ([ ) على 


11 ۱ 
( 27/62 7 
و ۱ 
( 3۲/۵ + ۷)1 4 
عند حذف 2 , ۶ من العلاقتین نحصل على 
(۲۹-۱۲) أ - 1 
27۰ + 1 


۳ - .1 
ل + 

1 - ۰ 

۴ 
كسمت و 


۲ 3 2 
1 + ر‎ v/ o 


1° 


وا ذ | حذ نا 3 من المداد لتين المد تورتین أعده تحصل بحل اجراء یس الحملیسات 


الستينة فار اعدا الیو 
ام 


2م 
J1 32‏ 


)۲۰ ~1۲) 
91 - ۳/9 ¥1 - 221/02 





حيث ان 
با 
13 1 


2 ۰/2 
اسن‎ Fp 
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< 
NN HN 
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رفا للج السابقه تسیر مرکباتي. ١‏ اسر قاد ر اة تة 
للتصادم “لان بل و و منتلفان. 
ان ن اذا كان تكتلتا الجسيمين متساویتین فمركبتي ۷-. لزشمیم‌ما تتغیران عند عن ه 
پمقادیر مختلفة » ای سوف لایکون عند نا زشم خداي مخف ود۰ ان ن امامنا اختیاران» . 
اما ان ننبذ قانون حفذا.الزخم الخدلي 6 اویجب علینا ان نفرش ان كتلة الجسسیم 
تعتمد بدلريقة ماعلی حركة الجسیم با لنسبة لمشا:ند معین * هد لا من نبذ تانسون 
حفذا. ا لزخم الخلي ه اخترنا البدیل الاخر ٠‏ سنفرض ان كتلة الجسیم امتح رك 
تساوی ( كتلة السکون ) و ( ای کتلتسه كما تقاس في محاور مرجعية یکون فيا 
الجسیم ساکنا )۰ 


ره بدا نها اوداك ای 


m = Mo f(v) 


۱ ۶ 
من العلاقبة المبينسة في المعاد لسة (۲ ۲۰-۱)» تلاحظان مركبتي “2 للخم 
الخطي تکون محفوشة اذا اخترنا 
a‏ 2/7 - 1( = (ج2)7 
حيث ۲ تمثل انطلاق الجسیم» اى ۷ او وت على التتالي ٠‏ اذن كتلة 
الجسيم المتحرك تصبح 


(۲۱۰۱۲) و 1 - س د ع 
۵ 1 


ووفقاً للنتيجة السابقة » تزداد الكتلة مع الانطلاق وتقترب قيمتها من المالا نهاية 
عندما یقترب انطلاقها من انطلاق الضو ٠‏ رفي الاجسام المرئيسة الاعتياديسة تسسزداد 
الكتلة بمقدار صغير جدا بحيث لا يمكن قياسه كالقذائف ولكن اقتراب انطلاقات 
الجسيمات الذ ريسة من سرعة الضوه شي* اعتيادى ٠‏ لقد حققتعلاقة الكتلة والسرعة 
النسبية » المعادلة -١١(‏ ١١)ء‏ تجريبيا الى درجة كبيرة من الدقسة مع الالكترونات 
والجسيمات الاخرى التي تنتج في المعجلات ذات الطاقةالعالية ٠‏ 
۱۰-۲ ۰ علاقةالكتلة والطاقة 
The Mass-energy Relation‏ 

لنعتبر الشغل ۷ المنجز لتعجيل جسيم حر من السكون الى انطلاق نهائي ۲ . 

اذا كانت ۴ القرة المسلطة على الجسيم عند ثذ 


(۱۲+ ۳۲( رک ) چیھ رھ = (#س) یگ - م 


0 
01 17/2 


11 
وللبساطة ء لنفرض فقط الحركة على خط مستقيم 4 كالمحور ‏ × في ای محاور مناسبة » 


بحيث يمكننا كتابة 
(خس) وخ - لیگ و د مه ۴ = ۵۲ 
v 2‏ 
که جص 1 - [غس)غ ] = xa(mk)‏ 5 ۲ 
O‏ 
0 9 7 
x dx‏ 1 2 
مس یی MY =m‏ = 
| 0 
02 1-22 


(J1 - ۶ - 2(‏ ر + ۶ھ د 


ا اش ف - mo‏ = 
ولما كان الشغل الكلي المكجز على جسيم حر يظبر كطاقة حركية 2 للجسيم » 
تحصل على 

(۲-۱۲) كومس - كمس = ۲ 
او مايكافي* ذ لك 

كا (e‏ رھ (1 - لا ) = 


هاستخدام مفكرك ذ ات الحدين » تحصل على 


لد رب جک و + یک و + [a‏ 2س = ۲ 


4 
7 2 
...۰ + وم و« Ê‏ + ۲رظ ۸ = 


۳ 

اذ ن تختصر * الى قیشپا الكلاسيكية 88.77 عندما تکون ۲ صغيرة جدا بالقارنة 
مع Ce‏ ۰ 

راذا كتبنا العلاقسة النسبية للطاقة الحركية على النحو التالي 

۸ + وه = وگ + رھ داه 

نوى ان الطاقة الحركية تكافي» كتلة ك 4۵ حيث 
(۳۱-۱۲) ۶ ۸ - ؟ 
عمم انشتاین وجپة النظر هذ ه بقوله ان ای کتلة ۵ تكافي* قدارا من الطاقة' ظ 
> ف 
(۳۷-۱۲) * = 8 
عند ثذ يجب تحوير قانون حفظ الطاقة لیتضمن الكتلة کشکل من الطاقة ٠‏ 

لقد : حققت المعاد لة المذكورة اعلاه تجريبيا ۶ فمثلا في حالة الانشطار النووى * 
تكون الكتلة الكلية للشظایا المنشطرة اقل من کتلة النواة الاصلية «فالفرق في 
أ لكتلة يظهر كطاقة 5 


Inertia of Thersal Energy استمرارية الطافة الحراريسة‎ 


كمثا ل بسيط لعلاقة الكتلة بالطاقة ه لنعتبر حالة التصادم غير السسرن 
لجسيمين ۰ افرضان كتلتي السکون للجسيمين متسایتان وهي ر« » وانپما یتصادمان 
راسيا بسرعتين ابتدائيتيسن ۲ و ۲ على التتالي ه باتجاه ± لمحاو مناسبة 


مثل 037 » كما هوهبين في الشکل ۱۲- ۸ () ٠‏ لنفرض ان التصادم غير مرن 
تماما بحيث ان الجسیمین يبقيان معا بعد التصادم ۰ ومن التناظر» یکون هذا السزوج 


1 


في جالة سکون في المحا ور التي لاتحمل الفتحتة ۰ ا لزع الخطي الكلى ثبل التصادم 
هو 0 >(جه-) + 27 وهویساوی صفرا ایضا بعد التصادم ‏ اذ ن الزخم الخطي 
يكون محافظا في المحاور 027 ۰ 
ثم لنصف بعد ذ لك نفس‌التصادم في محا ور مختلفة مثل 0×7 تتحرك بانطلاق ۲ 
بالاتجاه × بالنسبة للمحاور التي لاتحمل الفتحة٠‏ 


( قبل التصادم) ا ۷ 
تب © یه 
(بعد التصادم) 
في حالة ال 0 
9 
ی 


( قبل التصادم) , : 

n لو‎ 

(بعد التصادم ) بج ههه ل 
(ب) 


الشکل (۱۲- ۸) مخطط لتصادم راسي غير مرن تماما لجسیمین 


الشکل (۲ ات ۸(ب) ۰ في هذه المحاور» يكون احد الجسيمين في البد* في حالة 
السکون» بينما تکون سرعسة الجسيم الاخر قبل التصادم كما يلي 


۶ - ۲ 2۲ 
1 


1 - ۷2/02 1 + ۵۶ 


3 و 





وقا قرا يتا لتحويلات السرع ٠‏ 


1۰ 
ان سرعة الجسیم المرکب بحد التصادم هي +- في المحاور التي تحمل الفتحة ٠‏ 


ان ن الزخم الخطي في المحا ور التي تحمل الفتحسة هوکما يلي 
قبل التصادم 09-90 آمهم = nv‏ 


۲ )#( = (1 - ۷ 2/02 8 


2 


1( 2ى /2پ + 1( 2۲ v=‏ 


“Mv = م‎ 5 (v)v 


۲ )۲( = (1 - y2/ 2م‎ (ˆ 8 


ترمز هنا ت لكتلة سکون الجسیم المرکب المتکون بعد التصادم ۰ 

الان اذا ضعنا بكل بساطة مه2 = ملا نجد ان الزخم الخطي الابتدائي 
لایساوی النهائي في المحا ور التي تحمل الفتحة٠‏ ان سبب ذ لك برجم‌الی اهمالنا 
زخم الطاضة الحركية ۲ الذى تحول الى حرارة اثناء التصادم» ولاجسل اخسف 
هذا الزخم بنظر الاعتبار يمكننا اضافة كتلة مقدارها 2⁄٥‏ للجسیم اركب ه 


ای 


1 
o 2۳ + ۳ 


( - ۶ ) م28 + مس2 


م28 ع 


11 
1 = )1 - ۳2/۵۶(7 8 


في الحقيقة وجد ان الزخم الخطي يكون محافظا في المحاور التي تحسل الفتحة ء 
لهذ ه القيمة لكتلة السكون ٠‏ 


Creation and Annihilation of Particle-antiparticle Pairs 


قد یکون» احسن توضیح مباشر لعلاقة الكتلة - والجسیم هو مايتعلق ببزوج 
جسیم وجسیم مضاد ۰ لقد ظهر الان ان كل الجسيمات الاولية في الطبيعمة مشل 
الالكترونات ه والبرتونات » والنیوترونات » وما الى ذ لك » لہا جسيم نظير مضاد ٠‏ 
وفي كل حالة » يكون للجسيم المضاد نفس كتلة الجسيم ولكن له خواص كبرومغناطيسية 
معاكسة ( شحنة » عزم مغناطيسي ) وفي كل حالة يمكن خلق زوج جسيم - وجسیسم 
مضاد بانفاق طاقة كافية اوان ينيد احدهما الاخر فتتحرر طاقة٠‏ ان اول جسيم 
مضاد اکتشف هو الالکترون المذباد او الیزترون وذ لك سنة ۰۱۹١١‏ وقد لوحظ في 
الاشسعة الكونية وفي اضمحلال اشعة بيتا المنبعثة من نوایا مشعة معينة ۰ وعندما 
تلامس الپزترونات ماد ةعادية تباد تماما وذ لك وفقا للعلاقة التالية 

پزترون + الکترون » طاقة 
حيث تتحول الكتلة الكلية الى اشمة كاما عالية الطاقة ۰ ومکن ان تحدث عكس 
العملية وذ لك عند ما تضرب اشمة کاما العالية الطاقة ذ رات ماد ة ملائمة ٠"‏ ويمكن ایضا 
استحداث جسیمات مضاد 2 بضرب الذ رات مبا شرة بجسيمات عا لية الانطلاق ۰ 


من کتلسة الا لکترون المعروفة وجد ان طاقةالسكون رط هي بحسد ود 


1Y 

7 0.5 ( ملیون الکترون .- فولت) ای ان خلق واباد ة الكترون - بزترون 
یستلزم طاقات من القدر ال 366۲ ٠‏ ولما کانت‌کتلتا الهروتون‌پالنیوترون هي 
حوالي ۱۸۰۰ مرة اكبر من كتلة الالكترون فهذا يعني ان خلقها يستلزم طاقسة اکیسسر » 
ولهذ! السبب لم يكتشف البرچون المضاد او النيوترون الضاد الا بعد ان بدأت معجلا- 

ذات بليون الکترون - فولت عملها في اواخر الخمسینیات ٠‏ 
لنحسب الطاقة اللازمة لانتاج زوج بروتون -بریون مضاد من تصادم پروتنین 
بحيث یکون احد البرونین ه الهدف هفي حالة السکون ٠‏ وستعطي الطاقة الصغضرى 
من الحالة التي یکون فیپا الجسیمان الاصلیان والزوج المخلوق في حالة السکون في 
محا ور مركز الكتلة مباشرة بعد عملية انتاج الزوج ۰آذن ه يقترب البرتونان احدهسا 


من الاخر بالسرعتين "۲ و “7 في محاور مركز الكتلسة بحیث لكل بروتون كتلسة 


كود د تنل 
mo a 20‏ 
2 
او 8 -(سیك - 1) رھ = م2 = ۾ 
۰ 
اد و 2 
بن #2 ( سیک - 1) 
e‏ 
بحيث یکون في محا ور مركز الكتلة 


+= e )4(# 


ولپذا السببيكون انطلاق البروتون الساقط ۲ في المحاو اليختبريسة 
هو 


۳ As 
1 + 5300 1 + )‡( 


VV 


وفقاً لقوانين تحول السرعة ۰ واخيراً » نجد ان طاقة البروتون الساقط في المحساور 


2 
2 » ٥ 2 


E = ۲0 = 3 70 
2ل‎ - 


بخیث ان الطاقة الحركية 6 = ٩‏ اوحرالي 8897 5.5 





« 


۰۱۱-۲ استخدام المصفوفات والمتجهات_الاربعة في النسبية 
The Use of Matrices and Four-vectors in Relativity‏ 


رأينا ان التطلب الرئيسي لتحول لورنتز هوان 


وی چ + َر + x‏ 


يعني » ان لای نظامین 
22 2 2 2 2,2 2 


“O =X HI Hz“ mo 


لندخل الرموز الجدید ة التالية 


x اح‎ 
xر‎ = 17 )۲۸ -۱۲( 
Xx, = 6 


۹ 

ويمكن اعتبار الكميات ( 4 ,3 ,2 و1 = 4 ) رر< كمركبات متجهة في فضاء 
دی اربعة ابعاد ۰ ان طول التجه هو الكبية 8 والمعرفة كالاتي 

(۱۲— ۳۹( تيع + ود + ذيع + "ید - 2ه 
ان الخاصة الاساسية لتحويلات لورنتز هو انسه يترك مقدار 8 ابتا ٠‏ ومکن التعبيير 
عن هذا كالاتي 2 3 


ويمكن التعبير عن تحويلات لورنتز نفسه بصيغة المصفوفكما يلي 


x1 1 0 0 31 1 x 
x 0 1 0 0 و‎ 
x3 = 0 0 1 0 x )1۰-۱۲( 
x<4 1/۲ 0 0 1 4 
حيسثك‎ 
گر‎ = = ) 6 -۲( 
1 3 
۔ صصخ . ل‎ )1 - 0(8 )1۲-۱۱( 
1 - & 
و‎ 


حت 


ویطبق المصفيف في المعاد لة (۲ ۰-۱ ) للحالة الخاصة وهي الحركة الانتقاليسة في 
اتجاء المحور # × * ويمكن ايجاد معاد لات المصغوف بسپولة للحركة الانتقاليية 
في الاتجاهات الاخرى ٠‏ 


من الممتع ملاحظة انه من الممكن جعل مصفوف التحويل للورنتز يشابسه مصفسوف 
الد وران البسيط في الفضاء الاعتيادى وذ لك بادخال التصویض التالي 


۲ ووه = 8 
ولما كانت 5 اکبر من واحد » لذ لك تكون # خيالية ٠‏ عندئذ نحصل على 
in ¥ = )1 - 1 3 = )1 - 1 1‏ 
ل ) = 2( ( 8 


2 
1 - #س تس ِ 
۸۵- 1 


أذ ن يمكن كتابة المصفوف لتحول لورنتز على النحو التالي 


ل sin‏ 0 0 ب#ا cos‏ 
0 0 1 0 
0 1 0 0 
الى cos‏ 0 0 ۲ صله- 


نقذ كر من الفصل الا ول ان مصفوف التحريل للد وران خلال زاهة حقيقية هو حول 
المحور ب ۽ هر 


cos 9 sin 9 0 
-812 9 cos 9 0 


o 
o 
بم‎ 


CY) 


في الفضاء ذى الابعاد الاربعة ه.دوران كبذا حول المحور ‏ 2 او و سیمثل 


بالمصفوف 
sin 9 0 0‏ و cos‏ 
0 0 و -sin 9 cos‏ 
0 1 0 0 
1 0 0 0 


تغییر © عند ئف دور أت کہذ ه یمکن ادخالپا ضمن مجموعة التحرياذت العامة للورنتز ٠‏ 
احد فوائد المصفوف هو امكا ن معا لجة تراكيب تحويلات لورنتز بسهولة بواسطة ضسرب 


المصفوفات ٠‏ 
تعريف المتجه الرباعي العام 


قد يعرف المتجه الرباعي بطريقة عامسة كمجموعة لاربعكميات 
)4 و3 و2 و1 = هه ) برد 
تتحول بنفس‌طريقة احداثيات الموضع برع تحت تحویل لورنتز» ای ان 


4 8 0 ه0‎ 1:67 A1 
2 
۳ 0 1 0 و۸‎ 
و4‎ 5 0 0 1 5 (۳ -۱۲( 
۳ -18 0 0 1 44 


Y1 


او بصيخة مختصرة 
)61۲( زه] [z=]‏ = 4[ 
تشير الكميات التي تحمل الفتحة الى مركبات المتجه الرباعي في المجا ور المرجعية 
التي تتحرك بسرعة نسبية  ٠‏ ۸ = ۲ في الاتجاه × و ”(8- 1) دل 
وواضح ان المقدار لای متجسه - رباعي يبقى لایتخیر او ثابتا تحت تحویل لورنتز 
CT‏ 
ويقال عن مركبات المتجه الرباعي بأنها مساية في درجة متها #شهاجه-هه 
بالنسبة الى تحول لورنتژ ٠‏ 
أن مضو م المتجه ‏ الرباعي مفيد جدا في النظرية النسبية ووفقا للفرضية الاولى 
تكون جمیح المحاور المستمرة متمائلة تماما ٠‏ وهذا 6 عندما يوحد مح الفرضية الثانيسة ه 
بی خی تفر لدی يرط ا تا هات ن انظح سان مش يا + 
اذ ن ۾ عندما یصاخ ای قانون فيزيا ئي ۵ بصورة ملائمة © یجب أن تبقى صيغته ثابتسه 
عند ما ينسب الى منظومات محا ور مستمرة مختلفة ولاسيما اذا احتوتٍ معاد لسة علسسی 
كميات متجهة فيجب أن توضع بصيغة المتجه - الرباعي لكي تكون صحيحسة من النظرة 
النسبية ۰ وهذا یمن ان المعاد لة ستتحول بد رجة متسا وية | لثبوت تحت تحهيل 
لورنتزه ولپذا السبب‌تستیفی المعاد لة فرضيتين النسبية الخاصة ٠‏ 
صيغة المتجه ‏ الرباعي للسرعة والزخسم 
The ۳۵۵۲-۳۵0۵ Form of 76100117 and Momentum‏ 
افرض أن جسيما تحرکا خطه العالمي يعين تعيتا كاملا في محاور مرجمية 


معينبة بالعلاقات (8)* ص ,(7<)8 در ,(خ )دعو ,8 » 4 اومايكافسي* 


لفت 


ذا لك (پد) رود ,(×)ر×"ر× ,(رد)ودعود ,=× ٠رأينسا‏ ان 
المحاور المرضعية بر تتحول كمتجسه ‏ رباعي وءقا لذ لك » الفرق ر×۵ بين 
ای نقطتين على الخط العالمي يتحول ايضا كمتجه ‏ رباعي ٠‏ ولكن النسبة 
A = 0 a‏ 

هي ليست متجسه ‏ رباعي » لان ۸۵۷ له قيسم مختلفة في منظومات محا ور مرجعية 
مختلفة ٠‏ لاجل ایجاد صيغة المتجسه ‏ الرباعي للسرعة » نستخدم حقيقة کون الفترة 
الزمنية المناسبة 2۵7 بين حدئین هي كميسة ثابتسة٠‏ ولبرهنشها عند نا 

7 ط)ء 4(۶ )2ه - ۶( ۵ ) + (وھ ) + (×ھ ) 


ترجه - درو + 2( 4۵ ) + 


7ه ) 2ه - 2ه ) = ۹( ۵ ) 2 - (Az)‏ 
ادن هی ر 
[ ءیش وت ۴ 6ح - '[#ش يد 38 ۳ بح 
وونقا لذ لك تکون الفترة الزمنيسة المناسبة 7 2۵ هي 

رید 1( + رو - 1) st‏ 57 

ای‌ان 7 ^ لاتتغير #ظةاه#صة ٠‏ هنا ۲ و “نا هما انطلاقا الجسيم في 
نظامي المحاور المرجعية ٠‏ 
نرى الان ان المتجسه 


daz 
با‎ 


<Y 


يتحول بنفس‌طريقة برد ولذ لك يعرف متجه ‏ رباعي * وسوف نسميه السرعه ل 
انامه« یی يرماك | ره الا شون كناايلق : 





۶() ۲ - عف روھ ن ر 
ET‏ و( ۷ - قف 4 رد 1) اه قب د رہ 
2( 8 = - روھ ۔ ن م قد وہ 
(u)ic‏ 35 = 8 رو - 1) مداد م د را 


لقيم صغيرة ل نا تتحول المركبات الفضائية الثلاث ل Vu‏ الى مركبات السرعه 
الاعتيادية 4 ٠‏ ويعطى مربع السرعه ‏ الرباعية من 


)¥۱۲ ( (» )3 ە-(م) 3 (ء + و + 2غ) = وو r‏ 
گہ دس (ں)۶ ل (گه - گس) = 
والان لما كانت السرعة - الرباعية تتحول كمتجه رباعي » فيمكننا کتابسة 
A -۱۲(‏ ( ۲۰ ] | 4/۶ و 0 5 1" 
72 0 0 1 0 72 
و || 9 1 0 ۰ 0 > | و۲ 
0 0 1/1- 4 


) 1٩ -۱۲( 


يفف 


1 = 1 ۲: + 10 ۲ 
04 

م7 > و۲ 

حدس غم 

۲ = -163 ¥ + ۲ 


2 
حيسث كرد 3) = (۳) ا = 7 ٠‏ بناء على ذلك + ومن معاينسة 


المعادلات (۱۲ب 11 ) تجد ان مجموة المعاد لات المذ كورة اعلاه تكافيء الى 


)۵۰-۱۲( 


)۵۱ - ۱۲ ( 


اذا حذفنا ( ه ) 1 


نچد أن 


)۵۲ -۱۲( 


% ۲ (u) = (ه) 5 ۷ ره © - ع)‎ 
j 3)u) = 7 ۲5 لس‎ 
که‎ (u) =$ FF (u) 


(u)‏ و ورگ فى - )ا 


من المعاد لات الثلاث الاولى وذ لك باستعمال ( الاخيرة) 


وقره ع ال 

س بو Xx‏ 
0 - 1 

17 وي‎ ES 
J(1 - ۶۸۸۵( 

2 5 


J(1 - ۶/0/۵( 


35066 
هذ ه في الضيقسة هي نفس قوانين تحويل السرعة التي استنبطت سابقا بطريقة مختلفسة 
في البند ٠ ۸ ١١‏ 
الزخم ٠‏ الرباعسي Four-Honen tun‏ 


يعرف الزخسم - الرباعي کالاتي 


Pu = o Vu (or ~1۲)‏ 
وافح انس يتحول كشجه ‏ رباعي + لان كثلسة ألسكون يه لاتتغيرء وركهات 
الزخم -الرياعي هي 

P. =n 6 (1 u و “ر‎ dx 

1 o T7 ۳ ۵ ev 3 

dz 2 
2 

لق ۵ ری - 1) رھ“ شوج رھ“ و2 
t1)‏ ه) 

ds 

05 


7 
2 عة 
$ (ول - 1) وه » چچ مه = و2 
ax 2‏ 
1 


اذا ادخلنا الکتلسة النسبية س والمعرفة با لعلاقسة التاليسة 
2 
(۵۵-۱۲) ۾ "ریق - 1) mM = Mo‏ 


عند ئف یمکننا کتابسة 
dx‏ 
(۵1-۱۲) ۸ ۾ - لقف رم - 





يفت 


5 ايان‎ 
2 = MX 
Pa = my )۵۷۱۲( 
54 = om 


ان ن المرکبات الفضائية للزخسم - الرباعي تشبه تماما مركبات الزخم الاعتیاد ی ولکن 
تستممل هنا الكتلسة النسبية بدلا من كتلة السکون ٠‏ 


ان 





قار الزخم الرباعي لايتغير » كما يجبان یکون ۾ لان 
(u)= 22‏ 2 (۵2 - )رھ ہو - 2 mu‏ = مر 
0 ر 


لندخل اک 8 » الكتلسة والطاقة النسبية » المعرفة كالاتي 
joa 11)‏ 2 ع 0P,‏ = 8 





علد ثذ یمکن الشغيو عن ثبوت قد ار الزخم - اي كنا يلي 
(0۹-۱۲) ل لوق شوم 2 


اذا اعتبر بقاء الزخسم ‏ الرباعي كمتجه في الفضاء . الرباعي كتعميسم طبيعسسي 
لقانون حفظ الزخم الاعتیادی ۵ نری من المعادلات (۲ ۷۰-۱ ۵) أن قانون الحفظ 
الاعتیاد ی ي و و ترس ی ن بقاه 
المركبة الرابعة للزخم - الرباعي يعني ان الكتلىة النسبية الكلية « ۰2 اوالكتلة 
والطاقسة 2_8 تکون محافظة في ای محاور مرجعية معينة ٠‏ 


CYA 


افرض على سبيل المثال عمليسة خلق الزوج 2ه68810ه توه التي شرحت سايقا 
في البند ۱۰-۱۲ ٠‏ لنفرض أن بروتوین‌قد تصادما بطاقسة في نپایتپا الصفسری 
اللازسة لتكوين بروتون وبروتوننمهما في نظام مركز - الكتلة ٠‏ عند ثذ تکون كتلة السکون 
النبائية م48 لان الجسیمات‌الاريسة النهائية تكون ساكنة في نظام مركز _ 
اكتلة٠‏ قبل التصادم » عند نا في النظام الیختبری*6 ره + 8 للكتلة والطافسة 
الكلية للبرتونين الساقط والهدف ٠‏ اذ ن يمكن التعبير عن ثبوت مقدار الرباعسسي 
كما يلي 


262 
(©6.سه + (E‏ 
16- ي 2م 


6 
أو ه بعد ترتيبالحدود تحمل على 


2 2 


2 
وت 5- = 2E,‏ - يه - 2 
6 
وفوق ذ لك » لما كان الحدان الاوليآن يشيران الان الى البرتون الساقط » يكون 
2 
عندنا ٥2ت‏ = سیت -22.مناء على ذ لك 
© 


22 5 22 
ىه 15- = وه ° 1 


2 او‎ 
B= 7 o 6 


وهي تتفق مع حساپاتنا السابقسة 
القسوة ‏ الرباعيسة The Four-foree‏ 


نحن الآن في مضع لصياغة معاد لسة القسوة بشکلها الثابت ۰ لندخل متجسه ب 
رباعي جدیند بر# يسمى بالقوة_الرباعية ۰ عند ند التعميم الس لبي 


۹ 


لقا نون تي يكن الثاني یکون 


dP 
Era 
سکس برع‎ )۱۰-۱۲( 
هالرجوع الى المعادلة (۱۲- 4)51 نوی ان الععادلة السابقة یکن تابتها على‎ 
النحو التالي‎ 
8 dx 
ركب م ف رم ز = يرلا‎ (11 -۱( 


حيث »ا هي انطلاق الجسیم۰ اذ ن المرکبات الثلاث الاولى للقسوة -الرياعية. 
تنسب الى القسوة الاعتيادية ۶ كالاتي 


(wf, (1۲ -۲(‏ ۲ = و *(د) 3 ع F = Š(ufy, Fo‏ 
عند تا للمركيسة الرابعة 

)1۲~ ۳( تف (ه) 1 مد = يم 
او مايكاني» ذ لك 

(1-۱۲) ع (ں) 3 چ = رظ 


اذ ن تنسب ۴ الى المعد ل الزمني الذی تتغیر فيه كتلة الجسیم او الکلة 
والطاقة ٠‏ 
افرض مرة اخرى ثبت بقدار الزضم الربامي 


عند تفاضلها بالنسبة للزسن المناسب تحصل على 
(1۲~ 1( و 07 
4 7 





۸۰ 
او 

(۱۷- 11) ۵ » بر بر 2 
. پیکن تفسير هذا كصيغة لتعامد مرظ و بر۴ ٠‏ چند كتابة المعاد لة بد لالسبة 
ارات وکسا لحد ,2# تحصل على 


4 س 8 له » وو + ٣ے‏ + 7 
. يعي + من المعادلات (١1-لاه)ه‏ (۱۲- ۰)1۲ و(۱۲- 1۲ ) » تکون مکافشتة 
الى 
6 چ سب (ه40)- = مجم 
اور 
TF = CUD‏ 






أل ن معدل التغيير الزمني للكمية 7 = 8 هوالمعدل الذی تنجز فيه 
اد الاغتيادية ۶ شغلاعلى الجسيم ۰ وهذا پتفق مع شرحنا السابق الخاص 
اة اككلة والطاقة » اليند ۰۱۰-۱۲ 
: تماريسسسسن 

7ل ۱- اما" الخطوات في اشتقاق معامل تحهل لورشز » المعادلة ١6١١‏ ۰ 
۲ اب ا بين أن معكوس تحول لورشزهء المعادلة (۱۷-۱۲) يتح جبرسا مسن 
التعهل البياغر ه المعادلة (۱۱-۱۲) ٠‏ 

؟ ب 5 ايت صحة التقرييات التالية 





2 
(a) ۲ و +1 ند‎ if Tt“ 


)5١( ۲ ا مج‎ were C=o=Y 4f فقو‎ 


CA) 


15 4 اذا كان | نطلاق الارض المداری حول الشمس حوالي ۳۰ کم / ثاتيسسة 

احسبتقلص لورنتنز لقطر الارض پسپب هذه الحركة ٠‏ 

5ه اذا كان نصف عبر الاشعاع الكوني بر میزون هو ار۲ ميكروتانيسة في 

محا ور مرجمية فيا الميزون في حالة سكون ٠‏ جد نصف عمر میزونات 4 القترسسة 

من الارض با نطلاق 1۹۹ر ٠‏ من سرعة الضو كما يقيسها مشاهد على الارض ٠‏ 

7 ا في التمرين السابق ء افرض ان الميزونات تسیر بخطوط مستقيمة خلال الجو» 

احسب سمك طبقسة ميل واحد للجوكما تظبر للميزونات ٠‏ 

۲ اسلا ظهر في محاور مرجمية معينة ۸ حدثان في آن واحد ٠‏ انا مفصوليس سن 

بمسافة ۱۰ متر في تلك المحاور ٠‏ فما هي فاصلة المسافة والزمن بينهما كما يقيسصسسسها 

مشاهد 8 يتحرك بانطلاق 0/2 في اتجاه خط العشرة الامتاره ولمشاهد 0 يتحرك 

بنفسالانطلاق عموديا على هذا الخط ؟ اعمل نف سالحسابات اذا كانت الفترة الزمنيسة 

بين الحدئین هي ٠١‏ - ^ ثانية في المحاور ۰۸ 

۲ ۱ هيقال عن الفترة بين حد ثين في محاور مرجعية معينة بانها شبيه فضاقسي 

اوشبيه زماني ويعتمد ذ لك على ما اذا كانت الفترة الزمنية + ۸۵ اكبر اواقل من الكمية 
ب على التتالي » حيث £ ذه هي الفاصلة الفضائية بين الحدئین» برهسمن أن 

فترات شبيه ا لفضائية في احدى المحاور تظهر كشبيه فضائية في جميع المحا ور وان شسبيسه 

الزمانية في احدی المحاور تخار كشبيه زمانية في الجميع ٠‏ 

٩-۲‏ س اثبت ان التحاقب! لموقت بين حد ثين يكون محافظا في جميع انظسة المحاور 


البرجمية اذا ظهر الحدثان في نفس‌الموضم الفضائي في محاور ما ٠‏ 





CAY 


۱۰-۲ اذا كان طول النبضة الضوئية التي تسیر في الاتجاه - > في محاور مرجعية 
معينة ۸ هو ٠1‏ أثبت أن طول نفس النبخة كما تقاس في محاور مختلفسة ظ » 
تتحرك با لا نطلاق لاپالاتجاه - ج هو 3" - ۲(/)0 + [(e‏ 1 


١١ 5‏ مركبسة فضائية قامت برحلة الى اقرب نجم » ى بروكسيما 
( 8فنتده:2- > ) على مسافة "ار؛ سنة ضوليبة» وکانت تسیر في رحلة ف هابها 
بانطلاق 0۰90 ورحلة عودتپا تسیر با نطلاق 0.8٥‏ بالنسية للارض ۰ فما هوالزين 
الكلي لرحلة الذ هاب والاياب كما يقاس بساعة في المركبسة مساعةعلى سطح الارض ؟ 
۲- ۱۲-ترکت مركبسة فضائية الارض با نطلاق 6/2 ورحلت لفترة زمنية معيشئة ٠‏ 
بعد ثذ دارت عاد ت الى الارض بانطلاق ۵/5 بالنسبة للارض ٠‏ فاذا كان الزمسن 
الكلي لرحلة الذ هاب والاياب هو سنة کاملة كما قيس بساعة المركبة الفضائية » فما هو 
الزمن الكلي كما يقاس بساعات‌الارض ؟ وماهي المسافة التي تقطعها المركة قبل 
ان تد ور للعودة ؟ وما هوالزمن في ساعةالمركبةءند دورانها للعودة ؟ 
-١‏ ۱۳- في محاور مرجعية معينة 4 » كان موضعالمتجه لحدث‌هو ١‏ وظهر 
في الزمن ۷ * بين ان مضع المتجه والزمن لنفس‌الحدث في محاور اخری 8 تتحرك 
پسرعة ثابتة ۲ بالنسبة‌الی ۸ ۰ هما ۱ 
[Bt + TF ) 5 - 1(/۶[‏ 7+ 22 
t= 5 )8 + 2.۲/۵*(‏ 
حيث * ۷2/02(7 - 1) = 3 ء كانت نقطتا الاصل لنظامي المحاور منطبقتين في 


0 = 8 = © ) وهذ! تعميم لتحيل لورنسزه 


AY 
وانتا تبتعدان باتجاهین‎ ٠ 8 , ۸ لوحظت من الارض مجرتان متباعدتان‎ ل١45‎ 
و 8 هو 30/4 فما هو‎ ٥/2 فاذا كان انطلاق ابتعاد ۸ هو‎ ٠ متعاكسين‎ 
۰ ۸ انطلاق ابتعاد 8 كما یقاس من مشاهد على‎ 
ل ١٠-اذ| كان انطلاق جسيم 0/2 في محاور مرجعية معينة ۰ وکان خط مساره‎ 
جد انطلاق واتجاه حركة الجسيم كما تقاس في محا ور‎ ٠ × - مع المحور‎ " >١ يعمل زاوية‎ 
٠ علما بان محاور النظامين متوازيسة‎ ٠ × مرجعية تتحرك با نطلاق ۰/4 في الاتجاه‎ 
٠ احسب كلا من القیم الكلاسيكية وا لنسبية‎ 
ظهر طول قضيب متحرك مسایا الى ون في المحاور المرجعية ۸ وساها‎ 11 
الى و1 في محاور اخری 8 تتحرك‌بانطلاق + بالنسبةالى ۰۸فا هو‎ 
۰ الطول السكوني للقضيب ؟ علما بان جميع الحركة كانت في اتجاه واحد‎ 
استنبط العلاقة التالية لتحول التعجيل‎ 1١17-5 
2 
132)1 + 7 
م 5 = × ,022/642 عع أوالمحاور التي تحمل الفقحة‎ 


X= 


تتحرك بانطلاق ۲ باتجاه × ٠‏ جد الملاقات‌الممائلة لتحيل مرتبات ۲ و۶ . 
۱۸-۲ جسیم لے تعجیل ثابت ۵ كما قيس في محاور فيها الجسیم آنيا في 
حالة السكون» ای ان » في النظام الملائم للجسيم ٠‏ اثبتان انطلاق الجسيم في 


محا ور مرجعية ثابتة هو 


X=o ۳ + (o/at2) [ 


. A 


حيث يبدأ الجسيم من السكون في الزمن © = 4 ۰ اذا كانت (*2۸/۵۵۵ 32سوسو) 

ماهو انطلاق الجسيم عندما يكون + ساوا لسنة واحدة ؟ چندما يكون 7 مساوا 

لسنة واحدة ۰ حيث 7 يمثل الزمن المناسب للجميم ٠‏ 

-۱٩ - ۲‏ في التمرين السابق ء اثبت ان مضع الجسيم كدالة للزسن هو 
02 = 20*+ چە . 

من هذا برهن على ان الاشارة الضوئية سرف لاتلحق پا لجسیم اذا ارسلت متأخسرة 

بزمن اقل من ۰0/۵ * ٠‏ 

1١-5‏ عجلت البروتونات في مایکلترون الى انطلاق بحهث تكون طاقتها الحركية 

ضعف طاقة السكؤن #02 نيا هواتطلاقها؟ 

5 ١1ل‏ تؤثر قوةنابتة ۴ على جسيم كتلة سكونه م3 *اذا بدأ الجسيم 

من السكون في الزمن 0 = + هجد المسافة التي يقطمها في الزمن 8 * کیسسف 

یختلف هذا التمرين من التمرين ۲ ۱- ۱۸ المذكير اعلاه ؟ 

5 12 يتحرك قضيب طلسه ۱۰ سم با لطول على طا ولسة افقيسة ملساء فیپا فتحة 

قطرها ٩‏ سم ٠‏ لنفرض ان انطلاق القضيب ۳ يكون بحيث 2 = ۰ ای یظپسسر 

طول القضيب ه سم لمشاهد في حالة السكون بالنسبة للطاولة ٠‏ اهمل جاذبيسة 

الارض ولكن افرض ان د فعين متساوین مقدارهما ۶ قد سلطا عمودیا على نبايتسي 

القضيب » حالما انتهى الطرف الخلفي من الفتحة بذ لك يدخل القضيب في الفتحسة ٠‏ 

بين اذا سلطت الدفوع في آن واحد في محاور سكون الطاولة ه عند عل هي ليست 

كذ لك في محا ور سكون القضيب ۵ ولكن | لطرف الامامي يتسلم دفعة اولا * اذ ن یدخسل 


tA 
e القضيبالفتكجةبزاية ويمكنه النفوذ منها ولو ان قطر الفتحة یظهر مر ؟ ع‎ 
بين ان القطرتفيية‎ ٠ جد ميلان القضيب التاتم‎ ٠ بالنسبة لمحا ور السكون الاصلية للقضيب‎ 
» یظپر منحئیا في محا وره الاصلية للسكون خلال الفترة الزمنية بين الد : فعتين‎ 





5ل ۲۳ تواثر قسوة £ على جسيم كتلة سكونه ٠8.‏ اثبت مبتدأ بب 
غة/(جس)ة = ۶ ان ریس 
‘fu AV + ۷)۶۰۷/۵۴(‏ 
؟ اسدبدأ صاروخ من السکون بكتلة سكونية كلية ره اذا كان س انا 
القود بالنسبة للصاروخ ٠‏ اثبت‌ان انطلاق الصاروخ النهائي هو 
- 23/9 (مس/ريد) 
1 + 23/6 (يه/يه) 
حیث مه هي كتلة السكون النهائية للصاروخ التحرك ٠‏ علما بان لاتوج سي 
هناك قوى خارجية ٠‏ 
5 150 جسيم كتلة سكونه و ینحل الى جسيمين كتلتا سکونپما وظ و يه 
على التتالي ٠‏ اثبت‌ان طاقتيبيا هي 





EOE AE 
۹ +_و‎ 7 2 2 
اب‎ ( 8 ) e 


مر رگ نو 


عم « وه 


A1 
الك 71 جسيم كتلة سكونه ۳۸ وسرعتسه الابتدائية 1 یصطد م بجسيم آخر‎ 
عند التصادم ه التصق الجسييان‎ ٠ کتلسة سکونسه ولا الذ ی كان في حالة السكون‎ 
ائبت‌ان كتلة سکون الجسیم المتکون‎ ٠ ولم يحد ث خسارة في الطاقة نتيجة الاشعاع‎ 
النبائية هي‎ 


3 1 وه و2۳ + 35 + گوه) 
8 2/۵۶7 - 1) = 3 


۷-۲ ۲- حل التمرين السابق للحالة التي يكون فیپا انطلاقا الجسيمين الابتدائیان 
۲ و و۲ على التتالي ٠‏ واتجاههما الابتدائیان للحركة یختلفان بزامة © ۰ , 


۷ ۸- اصطدم بروتون یتحرك با نطلاق ابتدائي ۲ مع‌برون آخر في حالة السکون ۰ 
معد التصادم صنع خطا حركة البروتونین الزایتین ۵ و # معاتجاه حركة البرشون 
الساقط الابتد ائية اثبت ان 

2 cot 0 cot ۲ ۰ 1 + 7 


حيسث 


8 -(2ع/۳2 - 1( = 5 

115 جد المصفوف لتحويل لورنتز بين منظومة المحاور بر ,× حيث 
المحوران و , 57 متوازيان» ومنظومة المحاور التي تحمل الفتحة تتحرك با نطلاق 
۲ باتجاه × والمحوران 32 و و2 دوا بزاية © حول المحوب و1 ٠‏ 
ترجم النتيجة النهائية الى الوراء بد لالة اربع معاد لات في الاحداثيات الاعتيادية 


ر 
* و2 ولق X;‏ و Xo J, E,‏ . 


CAY 
حل التمرين ۷-۱۲ رذ لك بالتعبیر عن التعجيل بصيغة المتجه - الرياعي‎ -۳۰-۲ 
٠ باستعمال القوة_الرباعية‎ ۲۳-٠١ حل التمرين‎ "١ 
من حقيقسة کون القوة. الرباعية 8 تتحول كمتجه  رباعي جد قوانين‎ ۳۲-۲ 
بين من هذه ان القوةالاعتيادية * تتحول کالاتسسي‎ ٠ التحویل للقوة الرباعية‎ 


اه A‏ ئ = 2 
۰ - 1 


سس ۶ 

(6/6/خ< - )نا ¥ 

مس سرت 2 

(©/6 + - 1) ۷ 
۲۳-۲ استعمل النتيجة السابقة لتبین ان تحویل القوة يمكن ان يعبر عنبا 
كما يلي 


ay _‏ 4¬ ره رهه و 
u ۲ 2‏ 
 *(‏ ال ی ع 


fy + BE, 7‏ = رم , فد سس سس سس ) 
سرعة المحا ور التي تحمل الفتحة و 34 هي سرعة الجسيم ۰(هذه النتيجة لبا 
تطبيقات في لكبرومغناطيسية ۰ اذ ن اذا كانت £ هي قسوةكبربائيةعلسى 
جسيم مشحون 4 فالحد الاخير یمثل قسوة تواثسر بزا ويسة عموديسة علسى حركة 
الجسيم » ای قسوة مغنآطيسية ) ۰ 





LAA 


او اة اة 


الفصسل ١‏ 
اس ۱ 17 
(ب) صفر 
(ج) 90° 
اب ۲ # 2 4 
١‏ .© 1“ 
f‏ ۰ ® وحم 
اس ۷ N = -21 + j + 2k‏ 
HN = 3‏ 
ليق 
اس ۱۳ م + j‏ + 1/2 
۱۰-۸ ۵ ماھ © cos ۸ cos © cos Û sin‏ 
0 © ووه © sin‏ - 
sin Û cos © sin Û sin 9 cos ۵‏ 
النصل ۲ 
A .‏ ماد 
۲ س 0( ر( ي + 2م = ؟ , مج - 16 T=‏ 
00 کے 
a = -8‏ 
a ۰‏ اس 
(ج) 4 حت ain‏ له jB‏ - 4 نت cos‏ له 14 T=‏ 
3(ه م 2مده 2 8 + ی گووه 2) ته د ۲ 
(3A sin w€ + j 8 008 +(‏ یں - 2۳ 


۲ ۳ , )$ #مهدؤيه wt)+ jbu (sin‏ هوه - ib (“ain uk‏ = ود 


îa = هه«‎  a| Fal /۵۶ مد‎ 


۷ 0 
دي 1 یهت ,2 + 1)عم8 = بيه هم + 2)1 = a‏ 


A۹ 


و 
۱ 2 7 : 
3 سب + ج( T(O0)= b‏ و bek‏ بوچ + (i,k‏ وا 
اکم ب 2016 ہز + ٥ط(‏ - 2) ہے = ج 
1 5 ( + ۶)ط = (0)ه 
1 ۱۱ | + ده سدم سيك + (4 د ومه T= ba eos)‏ 
1 44 = مه هاه (34-242) + وانهومو(44 + 3( 
(* دت صدو دت 2 + 2292 t(+‏ دت ومن س 2 + 4)94 
[+ دس 8 (ظ3 س مه 25 ) + (6 ته وذو 3 + 4([ & + 
۱9 


٩/۵۶ (8 ` €‏ چ + عق 


01 
)ب J‏ 2 7 + 9 هذه (طم5/* ۳ 2)+ © 2608 + 2[ مه 
حيث ١‏ يمثل نصف قطر العجلة 6 ٣‏ الانطلاق الامامي © و © قيست من اعسلا 
نقطة على العجلة ٠‏ يحدث التعجيل في نبایته العظی في النقطة المعرفة بس 
طید/7 ۲ = © tan‏ 
نات و گممی يس مب 4 + 2رو کصده يس + دس ]< =| 8 | 
e j‏ 2 @ تجده له + 
حيث قيست © من الخط الشاقولي المرکزی ۰ في اعلی نقطة © تساوی صنر 
و ۴( مس 4 + 4س « =| 2| 
الس 
Fy t/a ١7‏ )5/2( 
(7/6)0t/m ۳‏ 


مره 7 <(۵ 08ى - و گمدھ) +^ )0 ومن غم + و [Kean‏ (8 7( 


{1° 


و 
(٣‏ (1 + مات = v(x)‏ 
(ب) (x) = e - a*1 2 + RE‏ 
(ج) ]1/2 + (n‏ آ»] 2 
۱۱ 
x = (m/e) [+ (mg/o)1n )1 - o v /me)] (0‏ 
(ب) (هه/2لاه - 1) ص1 (26/د)- = x‏ 
F(x) = b2 ۳‏ 
۳ ۱۰ 7+ #لسد”ى tan [(xv‏ #(طلى؟ x = (2n‏ 
۱۷ و2۳ (m,/‏ (وه/ه) 
۳ ۲۵ ؟ هر ۲ د بذ بة 
النصل ) 
۱-6 محافظة ۱) 6 (ج) 6 (د) » (ه) 6 (و) ۰ 
2(a + ١ + om] * ۳-۹‏ - 2[ 
؟ YT‏ نآ ده sin‏ 2 + 6 009۵ 2 = ين X= 2 008 Wt,‏ 
x = 6Ê coos (2+), y= 3 609 2t, ۱۵ - 4‏ 
cos (8F+)‏ 23 ع 
£ س ۷ ۱ 7 = ۶ 
۱۱-4 ههد = 8 , #(جود) ‏ بر 
التصل ه 
(a/ê) D1‏ تمه = و , ( 22 + گع)ه = 5 


(ب) ( ۲/6۸ )هه = e‏ , 2# م/ ش + گم« = 8 


<1۱ 


2/۵۶ + ) + ) م/2)- 
=m 5‏ 2 , [ ۲2/۰ + بان 2 + 2سط ] ۸ 


(دية ؟4) م3 = 2 
شض شب 


0 ۸ 
حیث رد يمثل وحدة متجهة قطبية ٠‏ 
۷ حولي ١را‏ باوند قوة شرق ٠‏ 
.1 حوالي ۳۲۰۰ ميل بالساعة ٠‏ 
۱۱ ت + م ع لو + ع او مناه تجوروةن 
هد 2 
( مد )× نم و + ( x‏ )× ت + (د )× 0 2 + 
اس 
WLU‏ + 27 ت )× ]ع ٹه + 


۱۳-۵ لسرر0 صغيرة e)‏ /£ ()4/3( 2 ذه ہس 2۶ ى © ذه 
التي تعطي 0.0049 ىه 
النصل ٩‏ 


F = Guar” - 6) 4/5( 7۳۸۵ mr * 5 


2 (2ه + -GMr(r‏ - 8 و9 82-3 4 )8¥ = (r)‏ ت 
75 قانون القوة _ الخامسة العكسي 
۹-۹ كلا o = xT‏ 


ده 


0.01 سلة (ب) ذكرء (ج)ى” 1.995 وابي”‎ ۳۰4 )( (١١-15 
سالبة »ای المدار اهليليجي‎ 8 ۱۳-1 


a >> (€ (3 ۲۳-۹ 

1 ۲۵ يتقد م الحضیض‌القبری بحوالي > را“ لكل دورة للمد ارات القريية من الارض ٠‏ 
الفصل ۷ 

۱-۲ 


Fag = 1/5 + 21/5 + 2/5 
Ta = Û + 215 + 3 
P= 531+ 2j+ Kk 


۹ 


۷ + ريس + 3) و۲ 
e ¥‏ 4 54° = © و۲ 2.45 = ۲ 
۱۷-۲۷ بروتون / 0.558 = 218/10 + 1( كي = 
هلي م ۲ 0.139 = 21*(/40 + 1( ۲ ۰ vy‏ 
* 0.11 = 212(/40 - 9( ¥ = ۷ 
ten” ] (21 + 1(/)213 - 0 ۱۹‏ ۵ 
tan” 1.84 = 61.5°‏ = 
الفصل ۸ 
Tey = ۲ (0 ۱-۸‏ = وم 
(ب) 24/27 = Xe * Joy‏ 
(ج) من القاعدة h/4‏ 
(د ) من القسة 3/5 
(ه) 5 = رم ظ 
۴-۸ من الیرکنز 23/5 
۸ه [9/ س -( ت ب1) ”2+ د)(9 سمه بر + 2 و 
Y۸‏ (3/ م 8) "صد 
na ] (1/2) - (4/57 (۶ [ ۱۳-۸‏ 
۱9_4۸ 07 
0 6 هم گر , 24 #ر(هوة/ة2) 237 
(ب) م2 - ۶ , 2 #رع12/به7) 27۳ 


my + 1/82 ۱۱-۸‏ + يس)/(وس - رهام 


ولك 
م ۲۱ () الافقيسة (وسه ومع 3( © mg sin‏ )3/4( 
الشاتطية 2 - ۵ mg (3 cos‏ )1/4( 
(ب) یبدا الائزلا ق عند ما یکون 
2 - و همه 44)35 = | (2 - ۵ ومه 3) ۵ عده 5 | 
ينزلق القضيب الى الخلف اذا استوفت المعادلة المذ كلدوة 
اعلاه ما يلي (2/5) وه > © اوخلانا لذ لك ینزدسسق 
الى الا مام 
۲۲-۸ من الیرکز 22 
م52 | 9/۵ ود Ê,‏ (2/9) #(رهام = Ê,‏ 
لحالة غير المرن التام ۰ 
۸ ۳۷ 28 = رده , Ta. = -P/4m‏ 
مد وه , سولق 5= 


۴ 
"2 
م‎ 
٩ التصل‎ 
نآ‎ = mab w 2 ١3 


الزاية بين ا لبجو x‏ هسي (ه/ه) ”صوغ 
الزاية بين 79 والیخور سې هس (0/۵) هون 


ma? w 2۶ ۳_۹‏ )3/4( = 1 
الزاوية بين 1 ویحور القرص هي "33 27° = 3 tan‏ 
a )/2 ۵9‏ + 6( ۲ ع بو 8 000012 + ) =m‏ 1 
(a 4 b*)/12.‏ ۵ = ور 1 


جميع ضرب القصور الذ أتية صفر 
4 گم بكب 
22 + ۱9 + 1 (2 + ] رقم + 2ط + ھ) له 2 = JL‏ 


12 2ه + )2 + 


٩ € 


1 - mb2/6 ۳ 2 = ma/6, و1‎ 3” + b)/6 ا‎ 
1 = 960/12 و‎ 1 3 1 = 0 

۵ = )+( tan 5 - [(*ه‎ 

a/b = 2 413 


01١١ 1‏ العزى الرئيسية في مركز كرة كبيرة هي 
“مه(11/56) , ثمه(13/56) و گهه(2/5) 
۹س ٠٠۰٠٥‏ ر٠‏ ثانية من قوس 
۲١ ١‏ تتحرك المنصة باتجاه الدفع بسرمة هل ز لتاثیر الانتقالسسي ) 
وتبد |" تتماوی تحت تاثیر الطواف الحر حیث يعمل متجه السرة 
الزاوية الجدید زاية ( ده 42/9 )دود مع محو تناظر المنصة ٠‏ 
° حوالي ۱۷ د ورة بالد قيقة و ۳۰ دورة بالدقيقة ۰ 
Y۹‏ حوالي ۲۸۵۰۰۰ د ورة بالد قيقة 


۰ ۲1-٩ 
ma 0 1/6 0 ch 
0 0 176 
275 ولد‎ 4۸ 
هس‎ 2/4 2/5 4 7 
2/4 2/4۸ 5 
1 
۳ = نه مس‎ 5-8 )16( 8 ۱ f = maw 6 ۹ 
1 
۱۰ الفصل‎ 
(5/7)g sin و‎ 11° 


x = (g/2w®)(sin نه‎ + - sin h ی‎ t)+ x, 608 اسب ظ‎ F—1° 


1° 


(a + m")/(2n + =e) ] 1۰‏ ] 6 
حيث "2 هي كتلة الوتر المتعل_ق على الطاطة 

۷۰ (اعلی ) 6( :1 7 

(اسفل ) 8 : وت 

(اسفل ) م (17/25) : ون« 

m4 : 6 ) (أسفل‎ 

92/02 = mê - 8 1۰ 


mû (RÎ $)/at = - 6834 
9322/4 = - ۵۲ وه‎ 


۸۰ انظرالمعادلتین  (‏ - ۱۲ ) و ۱۳-۰۶۱ ) 


۱۳-۰ 0 = ۵4( ۵0 رت coos‏ اع - sinî‏ 2 = 2 
حیت ۵6 هي نصف‌زاوة المخروط ٠‏ 
i 1°‏ 0 ع روم و "omy > (4P/5m)‏ 


(3P/5ma)‏ حا و نت و رورش و 


"١1‏ دفو - ۲ = +2 « یله - كه = ے2 
وهو ¬ 22 و2 
cos 9 1°‏ لمعه -) sing‏ 2/2 + )£ «2) و2 = KH‏ 
[ره وذو 22 ه)/(۵ همه [ê‏ 57 00 , ° = ۵ 
و sin‏ ۶ عه - 


0 = وط ۳ و صده 22 سيوج = 6 


11 


١١ الفصل‎ 
x= b (غيرمستقر ) 0 = >± و (مستقر)‎ ١1١ 
x = 2 ) (مستتقر‎ 
v= x ] 32 - 2⁄0) ⁄° + (۳ [ - هد‎ ۳ ۱ 
x = b + (27 /3b)(m/2k)Ê ٩۹-۱۱ 
x = -b/2 : (27/3b) (m/k)F 
27 [543g (b - a]? ۱۱-۱ 
27 ]79*/56 )< - a) ] ۱۳ - ۱ 
x = )4/2( 608 انت هذه (ینضا2/ی۲) + كي ده‎ ر٥٣١‎ 
+ اي 60 8333 (۲/2۵) + نايت 6۵۵ (2/ية)‎ 
SS 55 
یا مده‎ ARDÊ J ۱۹ ۱ب‎ 
ر هل ه ها‎ CeteLe ۲۳ ۱ 
n = ۲/2۵ حيث )8/2( = مت و‎ 
رما‎ = (Wm) ۷-۱۱ 
3 
ر نه‎ = [wm ) + (2/m) | 
۲ (k/m)* ) ۶ (ططية ) (2ح+‎ ۱ 


( مستعرضة ) رود +2۵ ۵ | (wm)*‏ = 


الفصل ۲ ۱ 
e‏ ه؟ مایکرو تانيسه 


۹۷۲ 


Ars = 1105 mM, A ts = 1.92 x 10 see سلا‎ ۴ 
Ar, > 10 « و‎ At 0 
Arg = 13,2 پاش , 8ه‎ = 3.06 x 10 see 


Ar. = 10.14 8 


At. = 1.15 x 107 sec 
۲ = 0.37 6 و‎ @ = 73° 45'  يكيسالكلا‎ 1-۲ 
¥= 0.39 6, © = 73° 0۰ ۳ حسب النظرية النسبية‎ 
6 ] + )«,۰(2/)۶۰* | 9:۷ و شنم‎ 


3 
8 + 37 + )م8‎ 3 )۲( 2۳ 82 )2- ۲۰ ۲2 cos [ ۲۷ ۴۲ 


0 0 0 165 Yi 1۲ 
0 cos © sin © 0 
0 -sin 0 cos 9 0 

0 0 ااا 


1 


ابادة نج جسم ۹ 
احدائيات دكارتية ١‏ 


كرهة 47 ه641 

YoY معمية‎ 

مهملة ۳۷۰ 
استقرار ۰ 6 ۰.۳۸۱ 
استيرارية الطاقة الحرارية ۰۱۳ 
انطلاق افلات ۷۹ 
منتهى ۷ 


° 


پاعث الحرارة ۱۰ 
بطنن CTY‏ 
بومتر التصاد ۾ 1¥ 
بند ول پسیط ۱۳۸ 
فوکو ۱۸ 
فيزيائي Yt‏ 
کروی ١+‏ 
مخروطي ٠6١‏ 
مركب Yt‏ 
مزد وج ۰۰۸ 


£44 


ت 


تح ولات السرعة 
لونتز 

تحدید الزین 

تدهم 

تردد دانع موا شر 


كيارى 


موجز ناقص 


{oo 
(° 
CA 
۳۳۹ 


4٠ 
۳۳۸ 
11 


۲ ۵ 
۲ 
(° 
11A 
۱۸ 
لم140‎ 
١١5 6 ١٠ 
۰۰ 
{° 
1o0 
۳۱ 
۱ 
1 


1° 


3 ۹ء ۳ ۰ 
تحت تاثير قوی دافعة في نفس‌المسکوی 15 ؟ 


ج 


1۳ 


۵ ۰ + 


ديناميكي 
في مجال جاذ بية منتظم 
تواقت 


توام التناقض الظاهرى 


3 


جسيم مضاد 
جسيمات بدائية 
جمح المتجهات 
جهد الجاذ بية 
ني : 


3 


حالة تضاو ل حرجة 
د ون التضا وال 
فوق التضاول 

يه نايف 
لضن 

حركة بدون انزلاق 


۳۰۷ 
51١ 
7؟‎ 
45١ 


۱۱ é6 ¥ 


۸۸ 
1م 
۸۸ 
1۲ 
1۴ 
۱۸ ۱ 


تحت تأثیر قوة دافعة توافقية غير جيبية ٩٩‏ 


توا وق ۰ 
توانقية اضطرارية 


جسم صلد تحت تاثیر قوة دافعة 


۸۹۰ 

15 

AY 
A2 


خسذروف ۳۳ 
شاقولية في وسط مقا م ۷۳۳ 
صاروخ 0°( 
صفائحية لجسم صلند ¥۹ 
على خط مستفيم 5 © 1۲ 
على منحسن NY‏ 
في مجال التربيع العكسي التنافری ۲۱۵ | 
في مدارات تقرب من الدائرية ‏ ۲۲۰ 
في مسستو ۲۰۹ 
القذيئة ۱۷۳۸ 
قذ فاته 1۲ 
قذيفة في مجال تتأقلي منتظم ۱۱۸ 
جاور مرجعيسة ۱۱ 
حركة او انتقالية ۱ 
مقيدة A1‏ 
مقید ة لجسیم 1° 
حساب عنم القصور الذاتي 1۱1۰ 
أسطيانة 1Y‏ 
طوق 1Y‏ 
قرص د ائری 1Y‏ 
قشرة كروية ۲۹۹ 
57 
خذروف نام ۳۰ 
خط المقارية 11 


خطوط منا سیب 11° 


۰ 


زخ م خطسي 
زاوى 
زاوی في مجالات مركسة 
زاوی لمنظومة 
زاوی لجسم صلسد 
زخسم - رباعي 
زوايا خط العرض 
زسن مناسب 


نوسي 


۳۵ 
YY 
{0° 
۱:۲ 

° 
۱۷ 


۲۳۰ 6 ۰ 
۲۰۰ ¢ ۱ 
۱1 
YY 
۲ ۸ 
TY 
۱۳۷ 
146 
7972 


۳ 4 ؟ ۲ 
و ۳۷ 

والتعجيل في الاحد ائیات القطبية المستهة ٩6‏ 
الا سطوانية والكرهة ‏ ۲۲۷ 


س 
ص 

سوب اتجاي 1° 
اتجاهي ثلائي ۲ 
عددی 1۲ 
قصورات ذاتية ۹۸ 
متجه بكمية عد دية /ا ه ۱۲ 
15 

طاقة حرية ٠‏ 1۰ 
الحركة الد وانية لجسم صلسد ۳.۰ 
اش 1۰ 
كامنة في مجال جاذبية ۱ ۰ 11۲1 

والتوازن ۳۸۹ 


طاقات مد ارية في مجال التربيع العکسي ۱۰۹ 
طن متجيات ˆ ۸ 


عسزم قوة 
قة الطاقة والكتلة 


قبا و«الزايا القبهية 


TTY 
۳۳ 
۳۳۷ 


5١ 
۰ 


۳۷۵۰ 
۱۰۸ 
۳ 

oY 
۱۸۹ 


1۹ 

۷۲ 

"© 
1۷۸ 
۱1 
۱۷ 
۱۷۹ 
۱۸۸ 
1۷ 
۳۰۹ 
۱۷ 


۲۱۳۷ 
14۸ 


۳14 
۳۹۰ 
۳۲ 
۳ 
لليف 
۰۷۲ 


۵۰1 


مشس تفه 
مقدار 
موضع جسم 
ود دات 
متذ بذ ب توافققفي 
متغرققفة 


مدار جسيم في مجال قوة مركزية 
مدارات في مجال: التربيع العكسي 


مد خال ضوئي 
مركبات مماسة ومودية 
م ناقص للعزم 
جاو مختبرية 
مركز کتطسة 
مخسروط الفضاه* والجسم 
مركلز تذبذب 
جسم صلد 
صدم 
صفيحة نصف دائرية 
قشرة نصف كرهية 
که 
نصف دائرة 
نصف كرة ممتلفة 
مستقرة حالسه 
غير 


مستيرة ه حالة 


١ 

1 
۳١ 

5 
YY 
YY 
۱11 
۲۰ 
{o 
146 
4١ 
۳۱ 
۲ ۲ 
۲ ۲ 
TY 
۲۷۳۹ 


۳۲۲ 6 


۳۱ ۵ 6 


۲ ۲ 6 


Qe 


ا 
التعويل 
معادلة الطاقة للمدآر 
لطاقة للمقيهات الملسا* 
مس ادلات اولر 
«کوانج 
لاكرانج للحركة المقيدة 
هلتن القانونية للحركة 
محامل الارتداد 
منحنيات الفضا” والزمن 
متسر 
موجات مسب تقرة 


منحن الجیب 


اک 
۳۰ 
{o‏ 
۱۵ 
۳۱۸۵ 
۳۰۸ 
۳۸ 
۳۷۹ 
۱ ۲ 
۲ 
TEA‏ 


t1 
؟‎ ۲ ۵ 


¥1۲ 
AY 
1 
۱۷۰ 
1۷ 


A 


angular nomentun 
annihilation . 
antipartiele 
apsides 

asidal angles 
asynptote 


B 
ballistie 


0 
canonical 


canical pendulum 
cartesian coordinates 


center of mass coordinates 
celestial mechanics 
central force 


centripetal 
conservative 


constraint 
contour lines 
configuration 
compound pendulum 
compatible 


couple 


ۆة 


د ری 
ضرب اتجاهي 
زمن نوي 
جاو 
ا 


7 


تصادم 
معامل الارتداد 


بودشر ل لعا 


متفرقة 


متضال 
ترد د دافم 
قوت دا ۰ 


درجات حريسة 


تفاضل دقيق 
جسيمات بدائية 
انطلاق الافلات 
جهد فملي 
باعث حرارة 
اعظم او اصغر 


da“ 


creation 

curve 

cyeloid 

oross produot 
oharaeteristic time 
coordinates 


coriolis, 
60111 2 


coefficient of restitution 


D 
del operator 
divergence 
dynamic 
dampe 
driving frequency 
driving force 
degree of freedom 


E 
exact differential 
elemtary particles 
escape speed 
effective potential 
620 


extreme 


8۰ 


حل دقيق exaet solution‏ 
موجز elliptic‏ 
F‏ 
جال field‏ 
بند ول نوکر نا 1 foucault‏ 
حركة توافقية forced harmonic motion‏ 
صيغة المتجه - الرياعي four-vector form‏ 
رود frequency‏ 
6 
ملحادر gradient (grad.)‏ 
تتاقطي gravitational‏ 
زايا خط العرض geocentric latitude‏ 
أحداثيات معممة generalized coordinates‏ 
E‏ 
توافئقي harmonic‏ 
طسوق hoop‏ 
1 
متجانس في الا بعاد الثلاث isotropie‏ 
موجز ناتص 0 incomplete‏ 
تساوی ابزین isochronous‏ 
جاور مرجعية مستمرة 28 inertial reference‏ 
متوانقة الط‌ور in phase‏ 


تصا دم رو 


دقع impulse‏ 
تصور ذاتي inertia‏ 
ممل 1gnorable‏ 
مد شال interferometer‏ 
نوی را اه inertial forcss‏ 
حد ود زائفة inertial terns‏ 
۳ 
خطي : 
غايسة سر 
صفائحية laminar‏ 
1 
کت رو nagmetron‏ 
عزم moment‏ 
مصفوف matrix‏ 
عزم القصور الذاتي moment of inertia‏ 
الجسم الناتص للعزم ellipsoid‏ ۵71521 902 
زم momen tum‏ 
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متسد پل ب 


01۲ 


¥ 
nonlinear 
nul 
nutation 
neutral 


normal 


restoring force 
resonance 

response 

reduced mass 

rigid body 

radius of gyration 
reetilinear 


0 


oscillator 


2۱۳ 


potential 
projeotile 
parameter 


pendulum 
power series 


process 
Plunb line 


polar coordinates 
principle 


power law 
physical pendulum 
principle axes 
proper tine 


0 


quality factor 


R 


radian 
refrenee 
relative 
resisting 


توقست 
معادلة بدائية 


انت بة 
مسب تعرض 
سرعة المنتهى 
عاپسر 

دیع مضاد 


تد وس 


6014 


spatial 
separable 
spherıcal pendulum 


statie 
scalar 


speed 

atifness 
soattering 

silly putty 
shell 

slipping 

spin 

stable 
sinusoidal waves 


standing waves 
simultaneity 


superposition 


secular equation 
دی‎ 


translation 
transverse 
terminal velocity 
transient 

thrust 

top 


0(8 


۳ ۱ ات 

transpose mat’ 1x مصفوف التعحيل‎ 

تيد ۱ 9 5 

time. dilatation لزن‎ 

0 حناقض الطا , 

۱ 75 فض هرى 29806 twin‏ 

transforma sion تحمل‎ 
U 

عير مستر unstable‏ 
۲ 


